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Chapitre 1

Processus de Bernoulli

Le but de ce chapitre est double. D’une part, faire quelques rappels et fixer les nota-
tions. D’autre part, introduire le processus de Bernoulli, caricature a temps discret
du trés important processus de Poisson.

1.1. Loi binomiale et Processus de Bernoulli

On se donne un espace de probabilité (2, F,P). Soit p € [0,1],

Définition 1.1.1 Soient X1, Xs,--- des variables aléatoires indépendantes de méme
loi telles que P(X; =1) =p et P(X; = 0) =1 — p. Le processus {Sp,n € N} défini
par Sy =0 et

Sn :X1+X2+"'+Xn>

est appelé processus de Bernoulli de paramétre p. La loi de S, s’appelle la loi binomiale
de paramétres (p,n).

Par processus, on entend simplement une famille de variables aléatoires indexées
par N,Z ou R™. On dit que deux processus (X;) et (¥;) ont la méme loi si pour
toute famille finie ¢; < to < --- < ty, les vecteurs (Xy,,---, Xy, ) et (Yi,,---,Y;,) ont
la méme loi.

Interprétations du processus de Bernoulli:

- Interprétation du parameétre n comme un parametre de temps: par exemple, S, est
le nombre de piles obtenus au temps 7 dans un jeu de pile ou face.

- Interprétation du parameétre n comme un parametre d’espace: on remplit les boites
|k, k + 1],k € N, avec des boules. Dans chaque boite, on place une boule avec prob-
abilité p, et rien avec probabilité 1 — p, indépendamment de ce qui se passe dans les
autres boites. On décrit ainsi un processus par des propriétés locales... Alors S,=
“nombre total de boules dans [0,n]” est un processus de Bernoulli.
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Proposition 1.1.2 Soit Z une variable aléatoire de loi binomiale (p,n). Alors,

P(Z =k)=Chp*(1-p)" *,0<k <,
E(Z) =np, Var(Z) =np(1 —p),
E(e™) = (pe™t +1—p)",t > 0.

La transformée de Laplace d’une loi u sur R, ou d’une variable aléatoire de loi
1, est par définition la fonction

L,(t) = /R+ e du(z), t > 0.

Rappelons que la loi d’une variable aléatoire Z est la probabilité Pz définie par,
pour tout borélien A,
P(Z)(A) = P(Z € A)

Si cette loi est u, on a £,(t) = E(e7'#). Ceci résulte du lemme classique suivant qui
sera, d’un usage constant. Il se montre en passant par les fonctions étagées...

Lemme 1.1.3 Pour toute v.a. Z, pour tout f mesurable positive ou bornée,

B(/(2)) = [ /(@) dPz) (@)

Quelques propriétés de la transformée de Laplace que nous utiliserons sont rap-
pelées dans ’appendice de ce chapitre.

1.2. Propriété de Markov forte des marches aléatoires
La proposition suivante est facile, son importance apparaitra plus tard:

Proposition 1.2.1 Un processus Sp,n € N, est un processus de Bernoulli de para-
métre p si et seulement si:

Pour tout m,n > 0, S;,4n—Sy, est indépendante de Sy, S1,- -, Sy, de loi binomiale
de paramétre (m,p) et Sy = 0.

Il est utile de savoir dans quelle mesure on peut remplacer n dans I’énoncé au
dessus par un temps aléatoire. Ceci est 1ié & la propriété de Markov forte.

Définition 1.2.2 On appelle filtration a4 temps discret une suite croissante Fp,n €
N, de sous tribus de F.
Un temps d’arrét de cette filtration est une variable aléatoire T : Q2 — N U {+o0}
telle que
{r <n}eF, YneN.

La tribu F, du passé avant 7 est définie comme l’ensemble des A € F tels que
An{r <n} € Fp, pour tout n € N.
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Si 7 est un temps d’arrét, alors {r = n} € F, et X, est F, mesurable. La plupart
du temps, on se donne une suite de variables aléatoires Z,,,n € N, représentant ce que
I'on connait & 'instant n, et on considére F,, = o(Zo, -, Zy). Dans ce cas (Fp)n>0
est appelée filtration du processus (Zy)n>0-

Définition 1.2.3 Soit u une probabilité sur R®. On appelle marche aléatoire de loi
le processus S, = X1+ Xo+---+X,,, ou les variables aléatoires X; sont indépendantes
de loi .

Théoréme 1.2.4 (Propriété de Markov forte des m.a.) Soit S,,n > 0, une mar-
che aléatoire sur R de loi p et T un temps d’arrét de la filtration de ce processus,
presque sirement fini. Alors {Sp+; — Sy,n > 0} est une marche aléatoire de loi p,
indépendante de F.

Preuve: Soit A € F,. Pour tous boréliens By, - -, B, de R%,
P(A N {ST+1 - S‘r € Bla ST+2 - ST+1 € B2a T ST+n - S’r+n71 € Bn})

+o00
= Z P({T = k} NAN {ST+1 - ST € Bl, . '7ST+n - S¢+n71 € Bn})
k=0

+00
= ZP({T =k} NAN{Xk+1 € B1,- -+, Xgn € Br})
k=0

= +ZOOP({T =k} N A)P(Xg11 € B,-++, Xgin € By)
k=0
+00

=Y " P({r =k} N A)p(B1) - u(By,)
k=0

=P(A)u(Bi) - pu(Bn)

puisque par définition {7 = k} N A est o(S1, - - -, Sk)-mesurable, donc indépendant de
Xkt+1, 0, Xn-

Remarque: Pour un temps d’arrét pouvant prendre la valeur 400 avec une proba-
bilité non nulle, cette preuve montre que le théoréme reste vrai avec la probabilité P
remplacée par la probabilité conditionnelle P(-/7 < +00).
1.3. Loi géométrique
Considérons un processus de Bernoulli S,,,n > 0, de parametre p et

T =inf{n > 0; S, = 1}.

La loi de T s’appelle la loi géométrique sur N* de parameétre p (dans certains livres
on considére aussi la loi géométrique sur N qui est la loi de 77— 1). On a donc
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Définition 1.3.1 Soit p € [0,1]. La loi géométrique de parameétre p est la probabilité
p sur N* définie par u({n}) = p(1 —p)" 1.

Si X est une v.a. de loi géométrique, on peut écrire que
P(X >n)=(1-p)", pour toutn € N.

Une expérience aléatoire se répete dans les mémes conditions: le nombre d’essais
nécessaires avant le premier succés a une loi géométrique. Vous jouez au loto: vous at-
tendrez un temps géométrique avant de gagner. Le premier jour ot une machine tombe
en panne est géométrique, etc... Cette loi modélise tous les phénomenes d’attente a
temps discret ”sans mémoire”, au sens ou le fait d’attendre beaucoup ne change pas
la loi du temps qu’il reste & attendre. En effet, on a

Proposition 1.3.2 Une variable aléatoire X a valeurs dans N* a une loi géométrique
si et seulement si, pour tout n,m > 0,

P(X>m+n/X >n)=P(X >m).
Preuve. Si la condition est réalisée, posons A = P(X > 1). Alors,
PX>n+1)=PX >n)P(X >1) =MP(X >n),

pour tout 7 > 0. On a donc
P(X >n)=X\"

d’ou le résultat. La réciproque est claire.

Corollaire 1.3.3 Si T a une loi géométrique, la loi conditionnelle de T — n sachant
que {T' > n} est la méme que celle de T'.

Le résultat suivant est au moins intuitif. Il est facile & montrer de fagon élémentaire.
Mais il est plus instructif de le montrer en utilisant la propriété de Markov forte et
la relation

Tiy1 — Tk = 1nf{n € N; STk_|_n - STk = 1}

Proposition 1.3.4 Soit S,,n > 0, un processus de Bernoulli de paramétre p et
Ty, = inf{n > 0;S, = k}. Alors les variables aléatoires {Tx+1 — T,k > 0} sont
indépendantes, de loi géométrique de parameétre p.

Soit X,,,n € N, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi géométrique
de parametre p. Considérons la répartition aléatoire de points entiers fabriquée ainsi:
Je peins en bleu le point 0, puis en rouge les X; — 1 points suivants, puis en bleu
le suivant (qui est donc Ientier X7), puis en rouge les X2 — 1 entiers suivants, puis
en bleu le suivant, ... Alors, il résulte de la proposition précédente que la suite des
entiers bleus forme un processus de Bernoulli. Ceci peut s’écrire mathématiquement
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de la fagon suivante: soit Tp, = 3 "p_; Xy, alors S, = 3°52 1[0, (T%) est un processus
de Bernoulli.

On arrive & deux facons en quelques sortes duales de décrire un processus de
Bernoulli. Prenons un exemple: & chaque instant entier, un nouvel individu passe
devant un bar. Il hésite, avec probabilité p il entre dans le bar, sinon il passe son
chemin. Du point de vue du serveur, la suite des intervalles entre les entrées est une
suite de v.a. géométrique.

1.4. Loi exponentielle

Les lois géométriques sont a valeurs entiéres. Nous allons considérer maintenant des
lois ayant des propriétés analogues, mais & valeurs dans tout R™: les lois exponen-
tielles. Ce sont, avec les lois de Gauss, les plus importantes du calcul des probabilités
a temps continu.

Définition 1.4.1 Soit A > 0. On appelle loi exponentielle de paramétre X, la loi de
probabilité sur Rt de densité e **1,5.

Rappellons que de facon générale, si p est une probabilité sur R? de densité ¢,
alors pour toute fonction borélienne f : R — R & valeurs positives (ou telle que f¢
soit Lebesgue intégrable), on a

[ fdu= [ 1@ da.

ou dz représente la mesure de Lebesgue sur R%. Si X est une v.a. de loi exponentielle
de parameétre A, alors

P(X >t)=P(X >t)=e M ,pour toutt > 0.

Comme la loi géométrique, la loi exponentielle est caractérisée par I’absence de
mémoire (ou de vieillissement):

Théoréme 1.4.2 Une variable aléatoire d valeurs dans RT suit une loi exponentielle
si et seulement si

P(X >t+s/X >t)=P(X > s), pour toutt,s > 0.

Preuve: Si cette propriété est vraie, la fonction f(t) = InP(X > t) est continue &
droite, nulle en 0, et vérifie I’équation f(s+t) = f(s)+ f(¢). On en déduit qu’elle est
linéaire, ce qui permet de montrer I’affirmation ’si’ de ’énoncé. L’autre est immédiate.

Corollaire 1.4.3 Si T suit une loi exponentielle de paramétre A, la loi de T — t
sachant {T > t} est encore exponentielle de paramétre \.
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Insistons, car c’est important: imaginons que vous arrivez le matin et que vous
devez attendre un temps exponentiel de parametre 1. Si & midi vous attendez tou-
jours, votre temps d’attente est encore exponentiel de parametre 1. D’un point de
vue conceptuel, on voit que sachant qu’a midi (instant présent) vous attendez, on
peut oublier I'instant d’arrivée (passé) pour modéliser le futur. Il suffit de trés peu
d’information. C’est une forme de la propriété de Markov que nous verrons plus tard.

Proposition 1.4.4 Si T a une loi exponentielle de paramétre X,
1

1 B A
E(T) = T Var(T) = VL E(e) = P

L’exemple typique de v.a. de loi exponentielle est le premier instant ou un pécheur
attrape un poisson, ou1 une machine sans vieillissement tombe en panne, ou un réveil
sonne (en pleine nuit) ...

Lemme 1.4.5 (des 2 réveils) Soient X et Y deux variables aléatoires indépend-
antes de loi exponentielle de paramétres respectifs A et p. Alors T = min(X,Y) est
une variable aléatoire exponentielle de parameétre A+ p, indépendante de 17— x). De
plus P(T = X) = ﬁ

Preuve: Elle résulte du calcul suivant:

P(T >t,T=2X) P(X >tX<Y)

o0 o0
= /0 /0 1{$>t,$§y})\ue_’\ze_“ydxdy

= [T 1gagre e d
= ), He>nphe € z

_ A Ot

A4 p
On peut généraliser ce lemme & une infinité de réveils :

Lemme 1.4.6 Soit {X,,,n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de paramétres respectifs Ay, telle que E;c":i A < 400. Alors T = inf(X,,)
est une variable aléatoire exponentielle de paramétre E;ﬁ? et P(T = X,,) = fﬂg

Preuve: On remarque que P(z < X, Vk # n) = exp(— >y, Akz). Donc

P(T>tT=X,) = P(Xy>t X, <Xy, Vk £ n)
= E(lix,>qexp(— Y AXn))

k#n
o0 +00
- / 1{m>t})\ne_$2k=1/\k dx
0
M e

+o0
k=1 Ak
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On voit donc en particulier que si ,‘:;“1’ A < oo linfimum est atteint puisque
> P(T =n) = 1. Par contre si Z;;"i Ak = +00 la preuve montre que T' = 0 presque
stirement (il n’ y a pas de premier qui réveil qui sonne !).

Etudions la loi de la somme de v.a. exponentielles. Pour cela, rappelons que la
fonction T est définie sur R par la formule

+oo
['(x) :/ t*le7tdt, z > 0.
0

Si n € N*, on vérifie par récurrence, 3 1'aide d’une intégration par parties, que
L(n)=(n—-1)L

Définition 1.4.7 On appelle loi d’Erlang ou loi Gamma de paramétres (A, a) ou

A, o >0, la probabilité sur RT de densité

(Ax)afl)\ef)\w
I'(a)

Pour @ = 1, on retrouve la loi exponentielle. Nous allons montrer la proposition
suivante:

fralz) = 1g+(7).

Proposition 1.4.8 La somme de deux variables aléatoires indépendantes de loi Gam-
ma de paramétres (A, a1) et (A, a2) est une wvariable aléatoire de loi Gamma de
parameétre (A, a1 + a9).

apres avoir indiqué I'important corollaire:

Corollaire 1.4.9 Si X1, Xs, -+, X, sont des variables aléatoires indépendantes de
loi exponentielle de paramétre X\, alors X1 + Xo + --- + X, a une loi Gamma de
parameétre (A, n).

qui s’en déduit facilement par récurrence. On peut établir la proposition par un calcul
direct, mais il est plus instructif d’utiliser la méthode trés puissante des transformées
de Laplace (utile dans bien d’autres situations). Les résultas précédents s’obtiennent
aisément avec:

Proposition 1.4.10 La transformée de Laplace de la loi Gamma () o) de parametre
(\, ) est:
A

LN(/\,a) (t) = (/\—H)a

Preuve: En effet, avec le changement de variables (t + )z = v,

a—1

1 00 1 o0 A
- = —(t+Nzya,.a—1 _ -y Y
‘CN(A,a) (t) o) /0 e Nz dx () /0 e ES\C=R Ty dy.
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1.5. Appendice sur la transformée de Laplace

Les résultats des deux appendices peuvent étre admis. Si y est une probabilité sur
R, on appelle transformée de Laplace de y la fonction

—+00
L,(t) = /0 e du(z), £ > 0.

Proposition 1.5.1 Soit p une probabilité sur Rt de transformée de Laplace L,,.

1. p a un moment d’ordre 1 si et seulement si L, est dérivable en 0 et alors
/x du(z) = —L1,(0).

2. p a un moment d’ordre 2 si et seulement si L, est deux fois dérivable en O et
alors

/J;Z du(z) = L£,(0).

Preuve: On a

. —tz_ .y ; . , JRR
La fonction ¢ — % est positive décroissante. Il résulte donc du théoreme de
convergence monotone que

[# o) = [ Hm(——) duto) = i [ () dste) = ~£,,0

Le deuxiéme point se traite de fagon analogue.

Théoreme 1.5.2 (Injectivité de la transformée de Laplace) Deuz probabilités
sur RT ayant la méme transformée de Laplace sont égales.

Preuve: Soient deux variables aléatoires X,Y > 0 ayant la méme transformée de
Laplace £. Il suffit évidemment de montrer que X = exp(X) et ¥ = exp(Y) ont la
méme loi. pour tout entier n € N, EX" = L(n) = EY™. Il en résulte que pour tout
polynéme P, E(P(X)) = E(P(Y))). On sait (théoréme de Stone Weierstrass) que
toute fonction continue f sur [0,1] est limite uniforme d’une suite de tels polynémes.

On en déduit que E(f(X)) = E(f(Y))).

1.6. Appendice sur I'indépendance

Commencgons par préciser quelques notions sur les tribus. Considérons un espace de
probabilité (Q, F, P).
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Définition 1.6.1 Si {X;,i € I} est une famille d’applications & valeurs dans R?
définies sur , on note o(X;,i € I) la tribu engendréee par cette famille. C’est a dire
la plus petite tribu de Q) contenant tous les ensembles {X; € A}, oui € I et A est un
borélien de RY.

De méme, la tribu engendrée par un ensemble de parties est la plus petite tribu
les contenant. En particulier, pour une application X : Q@ — R%, o(X) est exactement
la classe des ensembles {X € A}, o1 A est un borélien de R%. Nous aurons Ioccasion
d’utiliser:

Lemme 1.6.2 Considérons une application X : Q — R®. Alors une application
Z :Q — R est o(X)-mesurable si et seulement si il existe une application borélienne
f:R? = R telle que Z = f(X).

Preuve: On écrit

+0o0 L
Z = ngglw ;OO 2_nl[k2—ﬂ,(k+1)2—"[(z)-

Puisque Z est o(X) — mesurable, il existe un borélien A, j de R? tel que
{Zek2",(k+1)2 "} ={X € A, 1}
c’est a dire tel que

Ljko-n (kt1)2-n[(Z) = 14, ,(X)
On a alors Z = f(X) si

Définition 1.6.3 On dit que des tribus A1,---, A, contenues dans F sont indépen-
dantes si, pour tout Ay € Ay,--+, A, € Ay,

P(A1 NAs---N An) = P(Al)P(AQ) ce- P(An)

Des variables aléatoires X1, -, X, sont dites indépendantes si les tribus engendrées
o(X1),--+, 0(Xp) le sont. On dit qu’une famille infinie de sous tribus (ou de variables
aléatoires) est formée de tribus indépendantes lorsque toute sous famille finie a cette
propriété.

Le lemme suivant résulte du lemme de la classe monotone.
Lemme 1.6.4 (lemme d’unicité) Dans (2, F) considérons une classe stable par

intersections finies C de parties de F engendrant une tribu A. Si P et Q sont deuz
probabilités telles que

P(C) =Q(C), VC €,
alors P(A) = Q(A) pour tout A € A.
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On peut en déduire que si deux processus X;,2 € I et Y;,7 € I ont la méme loi,
E(F(X)) = E(F(Y)) pour toute fonction mesurable F' du processus... On peut aussi
en déduire la proposition suivante.

Proposition 1.6.5 Soient Cy et Co deux classes stables par intersection finie, engen-
drant deuz tribus A, et Ay. Alors, si

P(AN B) = P(A)P(B),

pour tout A € C1 et B € Co, les deuz tribus A1 et Aa sont indépendantes.



Chapitre 2

Processus de Poisson

2.1. Processus a accroissements indépendants stationnaires

Nous voulons généraliser & R™ la construction de points aléatoires sur N obtenue par
le processus de Bernoulli dans le chapitre précédent. Ceci nous conduit d’abord & la
définition suivante, qui généralise au temps continu la notion de marche aléatoire.

Définition 2.1.1 Un processus {X;,t € R} a valeurs dans R est appelé un proces-
sus 4 accroissements indépendants stationnaires (P.A.I1.S) si

1. Les applications t — X; sont continues a droite sur RT.

2. Pour tout s,t > 0, Xy1s — X, est indépendant de o(X,,r < s).
3. Pour tout s,t > 0, Xi1s — X5 a la méme loi que Xy — Xp.

4. Xo=0.

Nous allons généraliser la propriété de Markov forte des marches aléatoires. Sur
I’espace de probabilité (Q,F,P), une famille {F;,t € R} de sous tribu de F est
appelée une filtration si pour tout 0 < s < t, F, est contenue dans F;. Un temps
d’arrét de cette filtration est une variable aléatoire 7 : Q — R* U {+o0} telle que

{r<t}eF, VteR" .

La tribu F, du passé avant 7 est définie comme ’ensemble des A € F tels que
An{r <t} € F, pour tout ¢ > 0. La filtration naturelle associée & un processus
{Xi,t € R} est Fy = 0(Xs,s < t). En absence de précision, on sous entend que 1'on
utilise cette filtration.

Remarquons par exemple que si 7 et o sont deux temps d’arréts tels que 7(w) <
o(w) pour tout w € Q, alors F; C F,. En effet, si A € F,, pour tout ¢t > 0

An{o<t}=An{r<t}n{oc<t}eF

car AN{r <t} € F;. Le lemme suivant est important.
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Lemme 2.1.2 Tout temps d’arrét 7 est la limite d’une suite décroissante de temps
d’arrét T,, ou T, est a valeurs dans ’ensemble dénombrable {%,k € N} U {+o0}.

Preuve: Il suffit de prendre

+00
k+1
™ = Z on 1{2%<T<%} + (+oo)1{'r:+0°}'
k=0

Les questions de mesurabilité concernant les temps d’arrét en temps continu peu-
vent étre délicates. A titre d’exemple montrons le lemme suivant:

Lemme 2.1.3 Si (X;) est continu & droite, pour tout temps d’arrét T fini, X, est
Fr-mesurable.

Preuve: Utilisons le lemme précédent pour écrire 7 = lim7,, ol 7, est une suite
décroissante de temps d’arrét & valeurs dans les dyadiques. La variable aléatoire
Xinr, est F; mesurable car

Xt/\Tn = Z Xpo-n l{Tn=k2_”} + Xt1{7n>t}'
{k;k2—n<t}

On en déduit que X, ,; est aussi F; mesurable puisque c’est la limite de la suite
Xinr, - Pour montrer que X, est F-mesurable, il faut vérifier que, pour tout borélien
A, Tensemble {X,; € A} N {7 <t} € F. Ceci est clair car {X; € A}n{r <t} =
{Xone € A0 {r <t}

Théoréme 2.1.4 (Propriété de Markov forte des P.A.L.S.) Considérons un
P.A.LS. {X;,t > 0}. Pour tout temps d’arrét T presque strement fini, le processus
{Xt4r — Xry,t € RT} est de méme loi que le processus {X;,t € R*T} et est
indépendant de F., lorsque (F;) est la filtration naturelle de ce processus.

Preuve: Utilisons le lemme 2.1.2 pour écrire 7 = lim 7, ou chaque 7, est & valeurs
dans les dyadiques d’ordre n. Soit Z une variable aléatoire F,-mesurable bornée, et
@1, -+, ¢ des fonctions continues bornées sur R. En utilisant la continuité & droite
des trajectoires, et le fait que Z est F; -mesurable car 7 < 7,,, on a

E(Z¢1( X7, — Xr)do(Xria, — Xr) - ¢k(XT+tk - X‘r))

= lim Y E(Zlg,—p ny¢1( Xty — Xr) - (X, — Xr,))

n—0oQ

kEN
- nli—>n§okZNE(Zl{Tn:kz—n}¢1(Xk2—"+t1 — Xpo-n) -+ b (Xpo-n s, — Xpo-n))
€
= lim > E(Z1g, o) E(¢1(Xn,)) - B(gk(Xy,))
kEN

= E(Z2)E($1(Xy,)) - E(¢r(Xy,))

ce qui prouve le théoréme.
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Remarque 2.1.5 Ce théoréme se généralise immédiatement aux filtrations (F)
telles que X; est Fi-mesurable et telles que X;; — X; est indépendant de F; pour
tout £,s > 0.

2.2. Processus de Poisson
Considérons maintenant une répartition aléatoire (7;,) de points sur R*.

Définition 2.2.1 On appelle processus ponctuel sur R la donnée d’une suite de
variables aléatoires
0<TI<Ty < -+

strictement croissante telle que T,, — 400 presque surement. Le processus de comp-
tage associ€ a ce processus ponctuel est le processus

+o0
Ny=) 14(Tk), teR".
k=1

Remarquons que t — N; est continu & droite sur RT. D’autre part, la relation
{T <t} ={N; > n}

montre que chaque 7}, est un temps d’arrét de la filtration F; = o(N,,r < t).

Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, rappellons qu’on appelle
loi de Poisson de paramétre « la loi u, sur N définie par

n

pao(n) = e*“a—!, n € N.
n!

Théoreme 2.2.2 Soit 0 < Ty < Ty < --- les points d’un processus ponctuel dont le
processus de comptage associé est un P.A.1.S. Alors les variables aléatoires Ty, Ty —
11,13 — T, - - - sont indépendantes et de loi exponentielle ayant un méme paramétre
A. De plus, pour tout t > 0, la loi de N, est une loi de Poisson de parameétre At.

Preuve: Pour tout £,s > 0,

P(Ti >t+s) = P(Niys =0) =P(Niys — Ny =0,N; = 0)
= P(N;=0)P(N; =0) =P(T1 > t)P(T1 > s).
Ceci est la propriété caractéristique de la loi exponentielle. Donc 77 a une loi ex-

ponentielle. Fixons un entier n. Par la propriété de Markov forte du processus a
accroissements stationnaires (N;) on sait que Z; := Np, 4+ — Np,,,t > 0, a la méme
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loi que N¢,t > 0 et est indépendant de Fr,,. Puisque Tj,4+1 — T}, est le premier saut
du processus Z;, la variable aléatoire T}, ; — T, est indépendante de Fr;, et de méme
loi que T7. Comme 714,75, --,T), sont Fr,-mesurables, on a bien 'indépendance de
Tn+1 — Tn et des v.a. Tl,TQ - Tl, re ,Tn — Tn—l-

La relation T, = Z?;ol (T34+1 — T;) montre que T;, est la somme des n variables
aléatoires de loi exponentielle de parameétre A, T;, a donc une loi Gamma de parametre
(A,n). Nous pouvons donc écrire, en utilisant I'indépendance de T;, et de T}, 41 — Ty,
et en intégrant en y que :

P(Nt == n) == P(Tn S t, Tn_|_1 > t)
= P(Tn <tT,+ (Tn—|—1 - Tn) > t)

Az nfl)\ef/\ac B
= /l[O,t] (w)l]t,+oo[($ + y)(()nfl)')\e )‘ydxdy

FQa)™ he™ g
= /0 (1) e dr
Ry (At)"

n!

Définition 2.2.3 On dit qu’un processus N;,t € R, est un processus de Poisson
de paramétre X si (Ny) est un P.A.LS. tel que la loi de Ny est une loi de Poisson de
parametre At, pour tout t > 0.

On verra ’existence du processus de Poisson dans la section suivante. Du théoréme
2.2.2 et du fait que les sauts d’un processus ponctuel déterminent le processus de
comptage associé, il résulte le trés important résultat suivant:

Théoréme 2.2.4 Soit (N;) le processus de comptage d’un processus ponctuel 0 <
Ty < Ty < --- sur RT. On suppose que E(N1) = \. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1. (Nt) est un P.A.LS.

2. Les variables aléatoires Ty, Ty — T, - - - sont indépendantes de loi exponentielle
de paramétre ).

3. (N¢) est un processus de Poisson de paramétre .

Pour tout a > 0, le processus M; = Nyiq — N, est un processus de Pois-
son (pourquoi ?7) Puisque la suite de ses sauts successifs est Tn,+1 — a,Tn,+2 —
Tn,+1,TN,+3 — TN, +2, -+ on en déduit que

Corollaire 2.2.5 Pour tout a > 0 les variables aléatoires Ty, 1—a,Tn,+2—TnN,+1, TN, +3—
TN, +2,- - sont indépendantes de loi exponentielle de paramétre .
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Il résulte de la propriété de Markov forte que ceci reste vrai si a est un temps d’arrét
de la filtration o(Ns, s < t).

Posons nous alors la question suivante: j’arrive dans un atelier ou des machines
tombent en panne suivant un Poisson de parameétre 1, I'unité étant ’heure. I1 s’écoule
en moyenne une heure entre deux pannes. Au bout de combien de temps (moyen) vais
je observer une panne ? Est-ce une demi heure car je suis arrivé entre deux pannes ?
(paradoxe de l'inspection).

Montrons que le processus de Poisson tel que nous 'avons défini précédemment
est toujours un processus de comptage:

Lemme 2.2.6 Les sauts d’un processus de Poisson sont de taille 1.

Preuve: Fixons un entier K et considérons 'évéenement D = {3t € [0, K|; Ny — N;- >
2}. Pour tout entier n > 0, posons D,, = Ufi%nfl{N% — N% > 2}. La suite D,
est décroissante et D = N, D,,. En effet il est clair que 2D est C(z)ntenu dans N, D,,. Si
w € Ny Dy, on peut trouver une suite ¢, € [0, K] telle que Ntn+2in (w) — Ny, (w) > 2, si
t est une valeur d’adhérence de cette suite, pour tout € > 0, N; . (w) — Nyge(w) > 2.
En passant & la limite, nous voyons que Ny — N;- > 2, donc w € D. Ceci montre que
D est mesurable et que P(D) = lim,_,o, P(Dy,). Or,

K2™—1
P(Dp) = 1-P( [] {Nex - N, <1})
=0
K2"—1
_ A
= 1- ] e 2”’(1+2—n)
=0

qui tend vers 0 quand n — oo, donc P(D) = 0.

Sur un intervalle borné, une fagon naturelle de placer des points est de les jeter
de maniere uniforme. Les points du processus de Poisson jouent le méme réle pour
R*. Une facon de le voir est la proposition 2.3.2 qui s’interpréte en disant que condi-
tionnellement au nombre de points Ny = n dans Uintervalle [0, 7], ces n points sont
répartis comme n points indépendants de loi uniforme sur [0, T]. Les sauts successifs
sont alors les réordonnés croissants de ces points. Une autre facon est la suivante:

Proposition 2.2.7 Pour chaque entier k, considérons la répartition de points obte-
nus en placant ny points X§k),---,X7(ll,cc) aléatoires, indépendants et uniformément
distribués sur lintervalle [0,k]. Quand k — +o00, cette répartition “converge en loi”

vers un processus de Poisson de paramétre A, si ny/k tend vers A.

Preuve: Posons Nt(k) = 1o, (Xr(k)). Il s’agit de montrer que, pour tout m € N,

pour tout 0 < t1 < tg < --- < tyy,, le vecteur aléatoire (Nt(lk), - ,N(:)) converge en
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loi vers (Ny,,---, Ny, ) ou Ny est le processus de Poisson de parameétre A. Pour cela,
il suffit de considérer P(Nt(lk) = rl,Nt(f) - Nt(lk) =T9,- -, Nt(,,li) — Nt(fz)fl = '), pour
tout r1,---,7m € N. Or cette expression est égale, des que k > t,,, &

. ti, to—t t — tmet\p k= tm e
Cr Oy Oy gy (T (P (It (R Ty
Puisque Cj, _, est équivalent a 2—% et (k*%)”k*”*"'*’"m est équivalent & e tmA

I’expression précédente est équivalehte a
(%) LT (1 — ) L = tee)™ e,
k ’1"1! 7‘2! ’I‘m! ’

ce qui entraine le résultat.

Les propriétés suivantes s’établissent facilement:

Proposition 2.2.8 L’espérance et la variance de la loi de Poisson u) de paramétre

X sont égales a X. Sa transformée de Laplace est L, (t) = eMe™' 1),

2.3. Processus ponctuel de Poisson

Un processus ponctuel & valeurs dans un espace F muni d’une tribu £ est un sous
ensemble aléatoire fini ou dénombrable X,k € N*, de points de E, ou les X sont
des variables aléatoires. A tout sous ensemble mesurable A de E on associe la v.a.

+o00
Na(w) =Y 1a(Xp(w))
k=1

Ny, A € &, est le processus de comptage associé. Puisque seul ’ensemble des points
est important et non I'ordre de ces points, le processus de comptage détermine le
processus ponctuel.

Définition 2.3.1 Soit (E, &, u) un espace mesuré muni d’une mesure o-finie y. On
appelle processus ponctuel de Poisson sur E d’intensité u un processus ponctuel ayant
la propriété suivante: pour tout n > 1, si Ay,---, A, sont des sous ensembles de £
disjoints, les variables aléatoires Na,, -+, N4, sont indépendantes de loi de Poisson
de paramétre p(Aq), -, u(Ay).

Par convention une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre +oo est une
variable aléatoire identiquement infinie. C’est cohérent: si A, est une suite croissante
d’ensembles de mesure finie, si A = U, A4,, est de mesure infinie, alors Ny = lim N4,
et P(Ny <k) =1limP(N4, <k)=0donc Ny = o0, presque surement.

Notons que lorsque p est bornée (i.e. u(E) < +00), le nombre total de points du
processus est aléatoire mais fini presque stirement (puisqu’il suit une loi de Poisson).

Notre premier but est de donner une construction explicite d’un processus ponctuel
de Poisson. Cela prouvera en particulier leur existence. D’un autre coté, cela perme-
ttra de les simuler sur ordinateur.
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Proposition 2.3.2 Supposons que la mesure p est bornée et considérons la proba-
bilité v(-) = p(-)/u(E) . Donnons nous des variables aléatoires Uy,Us,--- indépen-
dantes de loi v sur E et une variable aléatoire N de loi de Poisson de paramétre u(E)
indépendante de la suite (Uy,). Alors

{UlaUQ""aUN}
est un processus ponctuel de Poisson sur E d’intensité p.

Preuve: Soit Aj,---, A, une partition de F en sous ensembles mesurables. Posons
Na=YN | 14(Uy). Pour tout entier ky,- -, ky,, si = 3", k;, en posant u(E) = )\,

P(Ny, = ki,Na, =ko,-++, Ny, =ky) =

= P(i ]-Al(Ulc) :kla"';ilAn(Uk) :kn,N:’f‘)

k=1 k=1
T T
= PO 14,(Ux) =ki,-+, > 14,(Uk) = k)P(N =)
k=1 k=1
k ky ik k k kn —AN
= C'v(A)™C2y v(Ag)™ ---Cty . v(An)Te )
r! AT
= m’/(f‘ll)kll/(f‘12)k2 - v(Ag)re /\F
o= A(A) DA o~ A(An) v (Ap))F
kq! ky!
ce qui montre que les variables aléatoires Na,, Na,,- - sont indépendantes de loi de
Poisson de parametres (A1), u(Asz), -+ comme on le voulait.

Proposition 2.3.3 (Superposition) Soit N%, A € £,k € N, les fonctions de comp-
tage de processus ponctuels de Poisson sur E indépendants d’intensité py,k € N.
Alors si u = 2;;“{ i est une mesure o-finie, Ng = Z;:;xl’ Nﬁ est la fonction de
comptage d’un processus ponctuel de Poisson d’intensité u.

Preuve: Ceci résulte facilement du fait que la somme de v.a. indépendantes de loi de
Poisson de parametres A suit une loi de Poisson de paramétre > Ag. Ceci se vérifie
par exemple en calculant les transformées de Laplace.

Une autre facon d’énoncer la proposition précédente est de dire que le pro-
cessus ponctuel formé de la réunion des points de processus ponctuels de Poisson
indépendants d’intensité ug, k € N, est un P.P.P. d’intensité u.

On déduit des deux résultats précédents I'existence de processus ponctuels de
Poisson d’intensité p arbitraire. En effet, puisque p est une mesure o-finie par hy-
potheése, on peut écrire que p = Z,’;"{ Wk, ou les g sont des mesures bornées.

Notons dans la suite de ce chapitre m et m les mesures de Lebesgue sur R et
sur R. Considérons les points du processus ponctuel de Poisson sur Rt d’intensité
Amy. Sion note 0 < 77 < Ty < --- ces points, il est clair qu’on fabrique ainsi un
processus de Poisson d’intensité A. On a donc
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Corollaire 2.3.4 Les points d’un processus de Poisson sur RT de paramétre \ for-
ment un processus ponctuel de Poisson d’intensité Am..

On déduit de la Proposition 2.3.2 le résultat suivant: Si 0 < T} < Ty < --- sont
les points d’un processus de Poisson, conditionellement & I’événement {N; = k}, le
vecteur aléatoire (11,75, -+, Ty) a la loi du réordonné croissant d’un k-échantillon de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, ¢].

On peut construire un processus ponctuel de Poisson sur R d’intensité Am de la
fagon suivante: on juxtapose deux suites {T},,n > 1} et {-T},n > 1} ou {T,,,n > 1}
et {T)),n > 1} sont deux processus de Poisson indépendants sur R de parametres
A. On notera que le point 0 semble jouer un réle particulier, puisqu’il est au milieu
d’un intervalle dont la longueur est la somme de deux exponentielles. ceci est lié au
paradoxe de 'inspection. En fait tout point fixé a cette propriété. On calcule en effet
la loi de la longueur de Pintervalle [T},, T, +1] contenant un point réel fixé ¢, aussi bien
pour le cas de R que pour le cas de R™.

Proposition 2.3.5 Pour un processus de Poisson sur RT d’intensité \, et pour tout
point t fizé la longueur de Uintervalle contenant t a la méme loi que min(U,t) +V od
U etV sont deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramétre
A. Pour un processus de poisson sur R cet intervalle a la méme loi que U + V.

Le théoréme suivant est important. Nous allons en donner d’abord une démons-
tration probabiliste s’appuyant sur la proposition 2.3.2. Nous le remontrerons ensuite
dans un cadre plus général de facon plus calculatoire en s’appuyant sur la notion de
fonctionnelle de Laplace

Théoréme 2.3.6 (Processus de Poisson marqué) Considérons une probabilité i
sur E. Soient 0 < T} < Ty < --- les points d’un processus de Poisson sur R* de
parameétre X et soit Y1,Yo,--- une suite de variables aléatoires a wvaleurs dans un
ensemble F, indépendantes de loi v, et indépendante de la suite Tp,,n > 1. Alors,
Xp = (Tn, Yn),n > 1, forme un processus ponctuel de Poisson sur R* x F' d’intensité
Amy Q.

Preuve: 11 suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, la restriction & [0,Z] X F' du
processus (X,) est un P.P.P. d’intensité Am; ® v, ol m; est la restriction de la mesure
de Lebesgue a [0,t]. Soient {U;,Us,---} des variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur [0,¢] indépendantes des (Y;) et d’une v.a. N de loi de Poisson de
parameétre At. Soit A;, Az, -+, Ay des sous ensembles mesurables disjoints de [0, ¢] x F'.
D’apres la proposition 2.3.2, le vecteur aléatoire (71,7, --,Tn,) a la méme loi que

(U1,Us,---,Up). Il en résulte que

o0

5 1y (T V)2 S 1, (T )

i=1 =1
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a la méme que la loi que le vecteur

N N
(Z 1A1 (Ui7 Y;)a T Z 1Ap(Ui> sz))
i1 i=1

Le théoréme s’en déduit en appliquant & nouveau la proposition 2.3.2.

Etudions ce qu’on appelle parfois les processus de Poisson effacés.

Corollaire 2.3.7 Soit Ty < T < ---, les points d’un processus de Poisson sur RT
d’intensité A. On peint tour a tour (et de fagon indépendante des autres) chaque point,
soit en rouge avec probabilité p, soit en noir avec probabilité 1 — p. Soit T}, n > 1, la
suite des points peints en rouge, et Ty ,n > 1, la suite des points peints en noir. Alors,
T!.,n > 1 est un processus de Poisson de paramétre Ap, T ,n > 1 est un processus de
Poisson de paramétre A(1 — p), et les deuz processus sont indépendants.

Preuve: Si Y, est une suite de v.a. indépendantes telles que P(Y,, = 1) = p et
P(Y, = 2) = 1 — p, alors le processus (1,,Y,) est un processus de Poisson sur
RT x {1,2}. Ses traces sur R* x {1} et R* x {2} s’identifient aux processus (77,) et
(TY). Le corollaire s’en déduit facilement.

Un outils souvent utile dans 1’étude des processus ponctuels de Poisson est la
fonctionnelle de Laplace.

Définition 2.3.8 Soit {X,,n > 1} les points d’un processus ponctuel a valeurs dans
Uespace mesuré (E,E). On appelle fonctionnelle de Laplace de ce processus l’applica-
tion L qui a une fonction mesurable positive f : E — R associe

+00
L(f) = E(exp(= Y_ f(Xn))).
n=1

Théoréeme 2.3.9 La fonctionnelle de Laplace du processus ponctuel de Poisson sur
(E,&) d’intensité p est donnée par

£ =exp ([ (7 = 1)duta)).

Réciproquement, le seul processus ponctuel dont la fonctionnelle de Laplace vérifie
cette relation est le processus ponctuel de Poisson sur (E,E) d’intensité . Il suffit
d’ailleurs que cette relation ait lieu pour les fonctions f ne prenant qu’un nombre fini
de valeurs.

Preuve: Supposons d’abord que f ne prend qu’un nombre fini de valeurs distinctes
ar, a5 Si A ={f=a;}ona f= Zle a;14,. Si le processus est un processus
ponctuel de Poisson d’intensité yu, les variables aléatoires N(A;) =Y, 14,(Xy) sont
indépendantes et de loi de Poisson de parametre u(A;). Donc, en utilisant ’expression
de la transformée de Laplace de la loi de Poisson,

E (exp(—a; N(4;))) = ebAalei=1),
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Nous en déduisons

+oo k
L(f) = E(eXP—ZZ%‘lAi(Xn))

n=14=1
k +oo

= E(exp(— ZZazlA
i=1n=1
k

= E(exp(— Z%N

— Heu(A)
- eXpZu (e~ 1)

= exp (/E(e_f(x) -1) du(:c)) .

Réciproquement, si cette formule est vraie pour f = Ele a;ly;, ou les A; sont
disjoints, on voit que

k k
E(exp(— > a;N(4,))) = [ et
=1 i=1
ce qui prouve que les v.a. N(4;),i =1,---,k sont indépendantes et de loi de Poisson

de parameétre p(A4;), donc que le processus est un processus ponctuel de Poisson
d’intensité .

Reste a établir la formule pour une fonction mesurable positive f arbitraire. On
approche une telle fonction par une suite croissante f, de fonctions mesurables ne
prenant qu’un nombre fini de valeurs. La formule est vraie pour chaque f,, et reste
vraie & la limite par application des théorémes de convergence monotone et dominée.

Le théoreme suivant généralise celui sur les processus de Poisson marqués. On
aurait pu le prouver de la méme fagon.

Théoréme 2.3.10 Soit {X,,n > 1} un processus ponctuel de Poisson sur E, d’inten-
sité p et {Yy,,n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes entre elles et de
méme loi v, 4 valeurs dans un espace mesuré (F,F), indépendante de (X,). Alors
{(Xyn,Y,),n > 1} est un P.P.P. sur E X F d’intensité y @ v.

Preuve: Calculons la fonctionnelle de Laplace du processus (X,,,Y},). Soit f : E x
F — R une fonction mesurable positive. Posons

o(@) = [ exp(~f(z,)) dvw)
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En utilisant I'indépendance des processus (X,,) et (Y,,) on a:

+0o0
L(f) = E(exp(— Z [(Xn,Yn)))
n=1

7+oo
= E(E[eXP(— Z f(Xnayn))/U(Xkak € N)])

n=1

+o0o

= E([] Elexp(—f(Xn,Y3))/0(Xk, k € N)))
n=1
+oo

= E(l:[ g(Xn))

Remarquons alors que, puisque (X,) est un P.P.P. d’intensité u,

“+o00 +o0o

B(][ 9(n) = B(3 exp(- Ing(X,)) = exp( [ (9(o) ~ 1) dp(a)

n=1 n=1 E

On obtient donc que

£(f) = exp( |

([ e 7= auy) 1) du(a) = exp( [ (1D~ 1) d(uov)(@p).

xXF

2.4. La file d’attente M/G/

Des clients arrivent aux instants 0 < T7 < Ty < - - - formant un processus de Poisson
de parameétre A. Le temps de service du client n est une variable aléatoire Y,, de loi
7. On suppose que les v.a. (Y;) sont indépendantes entre elles et indépendantes des
arrivées (T7,). On considere le cas ou il n’a pas d’attente: tout client est immédiatement
servi. Ceci revient & supposer qu’il y a une infinité de serveurs. On peut aussi utiliser ce
modele pour décrire une population qui évolue de la fagon suivante: & chaque instant
T, nait un individu, qui reste vivant pendant un temps exponentiel de parameétre 7,
indépendant des autres.

On emploie la notation M /G /oo pour cette situation: le M indique que les arrivées
sont poissoniennes (M est pour Markov, nous verons plus tard pourquoi). Le G
indique que la loi des services est arbitraire (G pour Général). Enfin /oo indique
qu’il y a une infinité de serveurs.

Théoréme 2.4.1 Le nombre X; de clients dans le systéme a l'instant t a une loi de
Poisson de paramétre )\/(y At)dn(y).

Preuve: On introduit le processus (T,,,Y,),n > 1, & valeurs dans R x R™.
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Y>

Y
Y1
Ys

0 T, T+ Ty Ts T3+Y: To+Y> Ty

Figure 2.1: File & une infinité de serveurs

C’est un processus ponctuel de Poisson sur Rt x R* d’intensité Am_ ®n, ot m
est la mesure de Lebesgue sur RT. Remarquons que

+oo
Xi =) Lq<t<Totva)-
n=1
Si I; = {(z,9);0 < z < t <z +y}, on peut écrire X; = >+ 11,(Ty, Yy). Par la
définition d’un processus ponctuel de Poisson, X; a une loi de Poisson de parametre
(Am. @ n)(Iy). Or

(Amy@n) () = A / / 17,(z,y) dz dn(y)
= )\//10<m<t<z+ydxd77(y)

— 2 [wrydniy)

11 résulte immédiatement de ce théoréme que la loi de X; converge vers une loi
de Poisson de parameétre A [y dn(y). En particulier, si 7 n’a pas de premier moment,
Xy converge en probabilité vers I'infini et le systéme en un sens n’est pas stable.

Supposons que les clients n’ont pas commencé & arriver a l'instant 0 mais qu’au
contraire ils arrivent depuis toujours. En d’autres termes on rajoute des temps d’arri-
vée {T_,,n € N} et des temps de service Y_,,,n € N, correspondant & des clients
d’indice —n négatifs. Siles —T_,,,n > 0, forment un processus de Poisson indépendant
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deT,,,n > 1,siles (Y_,) sont de loi 7, indépendantes entre elles et des autres variables
aléatoires, on voit que {(7},, Z,),n € Z} forme un processus ponctuel de Poisson sur
R x R* d’intensité Am ® 7.

Convenons qu’une variable aléatoire identiquement égale & +o0co a une loi de Pois-
son de paramétre +o0.

Proposition 2.4.2 Si les clients arrivent depuis toujours, X; a une loi de Poisson
de paramétre A / ydn(y). De plus, le processus des sorties est un processus de Poisson

de parameétre A.

Preuve: La loi de X; se calcule immédiatement comme au dessus. Si J est un in-
tervalle, le nombre de points T}, 4+ Y,, tombant dans J est égal au nombre de points
(Tp,Y,) tombant dans la bande J = {(z,y); z+y € J}. On en déduit que le processus
des temps de sortie {1}, + Y,,n € N} est un processus de Poisson de parametre A en
utilisant que lorsque les intervalles sont disjoints, les bandes correspondantes le sont
aussi et que d’autre part (Am ® n)(J) = A(J).

On montre sans diificulté que la file avec des clients qui arrivent depuis toujours
est stationnaire au sens suivant:

Définition 2.4.3 Un processus {Xy,t € T} est stationnaire si pour tous t1,ta, -, ty,
la loi du vecteur (Xyy 45, Xty+ss- > Xt,+s) ne dépend pas de s € T.

C’est cette notion qui traduit celle de processus en équilibre. En particulier la loi de
X ne bouge pas.

Si les clients n’arrivent qu’a partir de I'instant 0, quand on avance dans le temps
on se rapproche de cette situation stationnaire. (Ceci se comprend bien si au lieu
d’avancer dans le temps, on reste & un temps fixe, mais on fait reculer ’origine 0 des
temps...).
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Chapitre 3

Processus régénératifs et file

G/G/1

3.1. Processus régénératifs

On trouve dans la littérature de nombreuses définitions des processus régénératifs.
Nous avons choisi celle qui est la plus adaptée aux théoremes ergodiques. Dans la
suite T désigne soit ’ensemble N des entiers soit 'ensemble R*. Nous supposerons
toujours que les processus {X;,t € R™} & valeurs dans un espace topologique E, que
nous rencontrerons sont continus a droite.

Définition 3.1.1 On dit qu’un processus X;,t € T, est régénératif si il existe une
suite croissante {T,,n € N} de variables aléatoires d valeurs dans T telle que, pour
toute fonction mesurable f : E — R™*, les variables aléatoires

Tn+1 Tn41—1
an/ f(X)ds siT =R+, Z, = 3 f(Xy) si T =N,
Tn

k=Tn

sont indépendantes et de méme loi.

Tres souvent 79 = 0, mais ce n’est pas une nécéssité. En prenant pour f la fonction
identiquement égale & 1, on voit que les variables aléatoires {7,+1 — T, € N},
sont positives, indépendantes et de méme loi. On voit donc que 7, est une marche
aléatoire sur R a valeurs positives. On appelle parfois un tel processus un processus
de renouvellement.

Nous utiliserons la version suivante de la loi des grands nombres:

Théoréme 3.1.2 Soit Yy, k > 1, des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi a valeurs positives. Alors, presque sirement,
Yi+Yo+---+Y,
lim A2t t I _ pyy <4

n—-+o0o n
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Preuve: Lorsque E(Y7) < 400, c’est la loi des grands nombres classiques. Si E(Y;) =
+00, on remarque que pour tout a > 0, puisque min(Y7,a) est d’espérance finie,

n—+0oo n T n—+4o0 n

= E(min(Y1, a))

Ceci étant vrai pour tout a, par application du théoréme de convergence monotone,
> lim E(min(Y},a)) = co.

lim Yo Vi

n—-+o0o n a—-+00

Théoréme 3.1.3 (Théoréme ergodique des processus régénératifs, T = R™)
Considérons un processus régénératif X;,t € RT, a valeurs dans E. Pour toutes fonc-
tions mesurables f,g: E — R™, presque sirement,

g (X)) ds _ BIJy f(X,) ds]
t—+00 fotg(Xs) ds E| TTol 9(X,) ds]’

si B[] g(X;) ds] < +oo. En particulier, si E(11 — 7) < 400,

t—lgrnoog/f ds_/f ) dn(a),

ou 7 est la probabilité sur E définie par

/fdw— ey E[/ ) ds).

Preuve: Posons N; = Y% 110,4(7x)- Alors, pour ¢ > o,
N, <t < TN+1-

On a, puisque f est & valeurs positives,

[y as< [ sy as < [ 5 s

Remarquons que

sy as= g [Ty ase 5 3 [ e
N s) A8 = — s 3+_
Nt 0 Nt 0 NtkO

Par hypothese, les variables aléatoires Zy = [/* f(X;)ds sont indépendantes et de

méme loi. Il résulte de la loi des grands nombres que %22;3 Y, converge p.s. vers
(Yl) = E[[! f(X;) ds]. Quand ¢ — +o0, puisque N; — +o00, on en déduit que

~ L sVt Z), converge vers la méme limite. Comme % o° f(X,) ds tend vers 0 de

facon ev1dente on voit que, p.s.,
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De la méme fagon (en utilisant que limy_, o % =1)

1imNit /OTNHI F(X,) ds = E[/T: F(X
hm—/ ) ds = E[/

Ce qui entraine facilement le théoreme.

donc

On montre de la méme fagon:

Théoréme 3.1.4 (Théoréme ergodique des processus régénératifs, 7' = N)
Considérons un processus régénératif X,,,n € N, d valeurs dans E. Pour toutes fonc-
tions mesurables f,g: E — R™, presque sirement,

i o/ (Xk) _ EIEIL, (X))
notoo hoog(Xe) B[R 9(X)])

k T0

si B[YT L g(X3)] < 400. Lorsque E(1y — 1) < +00,

k T()

ngr-l{loon Z'f Xk / f dﬂ-

ou 7 est la probabilité sur E définie par

T1—1

/fdw— B B Sl

k=70

De nombreux exemples de processus régénératifs sont donnés par la situation
suivante:

Proposition 3.1.5 Si il y a un temps d’arrét T de la filtration F; = o(Xs,s < t) tel
que le processus X7 défini par Xt(T) = X414, pour tout t € T, est indépendant de

F, et de méme loi que le processus X, alors X est régénératif.

Preuve: En effet, il existe alors une fonction F' défini sur ’ensemble des trajectoires
telle que 7 = F(X;,t > 0). On pose alors 79 = 0,71 = 7 puis 72 = 71 + F(X™),
T3 = 79 + F(X™), etc ... Si f : E — R™T est mesurable, les variables aléatoires
o f(Xs)ds et [T f(X,)ds sont indépendates et de méme loi. En effet, la premiere
est F,-mesurable alors que la seconde s’écrit

F(XT)
| as
0

on poursuit par récurrence.

A titre d’exemple regardons les processus de renouvellement alternés. Afin de
modéliser le comportement d’une machine qui est successivement en état de marche
et en panne, on introduit:
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Définition 3.1.6 Une suite 0 <17 < Ty --- de variables aléatoires est un processus
de renouvellement alterné si les v.a. {Tp+1 — Tn,n > 0} sont indépendantes, si les
v.a. {Ton+1 — Ton,n > 0} ont une méme loi et les v.a. {Topt2 — Tont1,n > 0} ont
une autre méme loi.

(par convention Ty = 0 ). Par exemple, les T, sont les instants ou la machine tombe
en panne et les 75,1 ceux ou elle est réparée. On pose X; = 1 si la machine est en
marche a I'instant ¢ et X; = 0 sinon. Autrement dit,

+oo
Xi = Z LiTon 11 <t<Ton 10}

n=0

Remarquons que X; est un processus régénératif d’instants de régénération 7, = Ty,.
la propotion de temsp passé dans I’état de marche est donné par la proposition
suivante qui résulte du Théoréme 3.1.3

Proposition 3.1.7 Si E(Ty) < +oc, presque sirement,

li ! tl ds = L E(T, - T

3.2. Lemme de Wald

Etablissons les lemmes suivants:

Lemme 3.2.1 Pour toute v.a. T a valeurs dans N,

E(T) = fP(T > n)

n=0
Preuve: 11 suffit de remarquer que T' = E:i% 1«7y et de prendre I'espérance.

Lemme 3.2.2 (Lemme de Wald) Soit {Y,,,n > 1} une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes et de méme loi, So =0 et S, =Yi+---4Y,, sin > 1. Pour tout
temps aléatoire T tel que {T' = n} est indépendant de o(Yy,k > n}, en particulier
pour tout temps d’arrét T de la filtration o(S1,--+,Sn),

E(Sr) = E(Y1)E(T),

sous l'une des conditions suivantes:
a. Y1 >0, p.s.,
b. E(|Y1]) < 400 et B(T) < +o0.
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Preuve: Supposons d’abord les v.a. Y, & valeurs positives. Alors, on peut appliquer
le théoréme de Fubini pour écrire:

+o0o
E(ST) = ZE(Snl{T:n})

n=0
+0o0
= Y E(Vi+-+Yo)lgr_py)
n=1
“+o00o
= Y EMilirsky)-
k=1

Remarquons que {T > k} est indépendant de Y. On a donc (en utilisant le lemme
précédant):

—+00 +00

E(S1) =Y E(Yp)E(lirsk) = E(Y1) ) P(T > k) = E(YV1)E(T).

k=1 k=1
Considérons maintenant le cas ou Y7 et T sont intégrables. Appliquant ce que I'on
vient de faire & |Y,,| on voit que 7% S0 |Yi|17—,, est intégrable (et d’espérance
E(T)E(|Y1]|)). Ceci permet de justifier I’emploi du théoréeme de Fubini et donc de
refaire le calcul précédent.

Lemme 3.2.3 Soit {Y,,,n > 1} une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
et de méme loi, intégrables telle que E(Y1) > 0. Alors le premier instant v ot la
marche aléatoire S, = Y1 + Yo + --- + Y, est strictement positive, est intégrable et
E(S,) < +oo0.

Preuve: Remarquons que v est un temps d’arrét de la marche S,,. Pour tout entier n,
v An est aussi un temps d’arrét de cette marche. Puisque v An et S; sont intégrables
il résulte du lemme de Wald que

E(v An)E(S1) = E(Syan)-
Supposons d’abord qu’il existe une constante M telle que Y7 < M. Dans ce cas
Suan < M. En appliquant le lemme de Fatou & la suite M — Sy, nous voyons que

limsupE(rv A n)E(S1) = limsup E(Syn,) < E(limsup Syan),
n—-+o0o

n—-+o0o n—-+0o0o

d’ol1, en utilisant le théoréme de convergence monotone pour traiter le premier terme,
E(v)E(S1) < M.

En voit donc que E(v) est fini. Considérons alors le cas général. Choisissons une
constante M assez grande pour que E(Y; A M) > 0. En appliquant ce qui précede &
la marche aléatoire S = S°7_,(Yx A M) on voit que le temps d’arrét 737 = inf{n >
0; SM > 0} est intégrable. Or, S, > SM donc 7 < 7p7. On voit donc que 7 lui
méme est intégrable. Par le lemme de Wald, E(7)E(S;) = E(S;), donc S, est aussi
intégrable. Comme application du lemme de Wald montrons
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Théoréme 3.2.4 Théoréme élémentaire du renouvellement Soit 7,,n > 0, un pro-

cessus de renouvellement (avec 1o = 0) et Ny = 3272 119 (7). Lorsque n — oo
a. &t — E(ln) presque surement.

b. B() = wy

Preuve: Le a. résulte de 'inégalité
TN S < TN+l

et de la loi des grands nombres qui implique que limy_, | o TNLZ =E(n).

Le b. est plus délicat. Supposons d’abord qu’il existe une constante M > 0 telle
que 71 < M p.s. Remarquons que 7, est une marche aléatoire et que N; + 1 est un
temps d’arrét de cette marche car

{N; +1<k}={m >t}
Il résulte du lemme de Wald que
E(TNH»I) = E(Tl)E(Nt + 1)

ce qui entraine b. car ¢t < 7n,41 <t + M grace a ’hypothése 71 < M p.s. Sans cette

hypothese on a seulement que lim E(%) > ﬁ; Pour montrer I'inégalité dans ’autre

sens on regarde le processus de renouvellement Ty(LM) = Z;é min(7gy1 — Tx, M) et
son processus de comptage Nt(M). Puisque ﬂgM) <T,onalN < Nt(M ), donc,
N NM 1
lim BE(=) < lim EB(——)=

t—+o00 t ' T t=4o0 t

E(min(ry, M)

en utilisant ce qui précede. Il suffit alors de faire tendre M vers +oc.

On appelle ce théoréme est dit ”élémentaire” pour le distinguer du théoréme du
renouvellement qui montre sous une hypothése naturelle sur 71 que E(Nyy ) — E(V)

tend vers E(Zl)' Cette hypothése est par exemple vérifiée si 71 a une densité.

3.3. La file d’attente G/G/1

3.3.1. Etude via les processus régénératifs

Des clients arrivent aux instants 0 = Ty < T7 < T, < --- devant un serveur. Le client
n arrive en T;,. Si le serveur est libre, le client va se faire servir, et sa durée de service
est le temps aléatoire o,,. Les clients sont servis suivant la discipline: premier arrivé,
premier servi (FIFO: first in, first out).

On suppose que les v.a. Ty — Ty, To — 11, T35 —T5, - - -, sont indépendantes de méme
loi v, indépendantes des durées de service, et que les durées de service og, 01,079, - - -
sont indépendantes de loi 7. On a donc une file G/G/1. On pose

X = Taille du systeme & I'instant ¢,
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c’est & dire le nombre total de clients soit en train d’étre servis soit dans la file
d’attente, & l'instant ¢t. Comme toujours, X; est choisi par construction continu a
droite. Nous supposerons pour simplifier 'exposé qu’a Uinstant 0 le client 0 arrive
dans un systéme vide , on a donc Xy = 1. Posons

T = 1nf{t > Tl;Xt— =0,X; > 0},

T est donc le premier instant oll un nouveau client arrive devant un systeme vide.
Afin d’étudier cette variable aléatoire, montrons:

Proposition 3.3.1 Considérons une file G/G/1. Supposons que +oc > E(T1) >
E(og). Alors 7 est d’espérance finie (et donc fini presque sirement) .

Preuve: Apres I'instant 0 ou arrive le client 0, tant que le systéme ne se vide pas, le
client n—1 sort & l'instant ZZ;& ok Le client n arrive en 7, devant un systéme vide si
Ty > Y05 0. Posons Yy = Ty — Ty—1 — 0—1,5n = S p_y Yk, et N = inf{n; =, > 0}.
N est le numéro du premier client qui arrive devant un systéme vide. Alors 7 = Tly.
Il résulte du lemme 3.2.3 que N est intégrable. Puisque 7}, est une marche aléatoire
et que {N = n} est indépendent de o(T},4p — T, p € N) il résulte du lemme de Wald
que

E(Tn) =E(T1)E(N) (3.1)
T est intégrable, et en particulier fini p.s.

11 est intuitivement clair que, lorsque 7 est fini p.s., les temps successifs 7, ou un
nouveau client arrive devant un systéme vide font de (X;) un processus régénératif.
On a 79 = 0,71 =T, -. Pour le montrer rigoureusement, on établit que les v.a.

(TNyk+1 — TNyk,ON1k),k=0,1---

sont indépendantes de méme loi que (71,00) et indépendantes de [ f(X,)ds. On
déduit donc du théoréme 3.1.3 le théoréme suivant qui montre que la file a un com-
portement limite bien défini. Posons

/fdw - ﬁE(/OTf(Xs) ds).

Théoréme 3.3.2 Si +oo > E(T1) > E(01), pour toute fonction f : N — R™T,

t

1 _
tl:inooz ; f(Xs) ds—/f dr, p.s.

Ce théoreme justifie les méthodes de Monte Carlo. Par exemple pour estimer la
taille moyenne de la file, on applique ce théoréme 4 la fonction f(z) = z.

Notons V,, le temps que le client n passe dans le systeme. Le processus V,,,n € N,
est régénératif de premiers temps de régénération 0 puis N. On pose, pour tout
borélien A de RT,

1 N—1
p(A) = WE(g 14(Vi))-

On a donc:
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Proposition 3.3.3 Sous les hypothéses précédentes, pour toute fonction f : RT —
R* intégrable par rapport da u,

Notons V la valeur moyenne de Vj, et X la valeur moyenne de X;, définies par

_ lnfl _ 1 t
V = lim _ZVk, X= lim - [ X,ds.

Corollaire 3.3.4 (Formule de Little) Si A = —E(lTl),

X =\V.
Preuve: D’apreés les propositions précédentes,

1

1 - ) N—1
E(/ X, ds); et V=——B(3 Vi)
0 k=0

* = B0

E(N)

Or, nous avons vu que E(Ty) = E(T1)E(N) c’est & dire que E(N) = A\E(7).
On conclut en remarquant que [; X5 ds = ZkN:_Ol Vi. En effet, ces deux quantités
représentent sur la figure la surface entourée par la courbe en gras.

Nbre total d’arrivées }
X
\
21 l Nbre total de départs
1 V2
0 | I >
t T

Figure 3.1: Un cycle de la file G/G/1
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3.3.2. Approche via les équations stochastiques

Interessons nous maintenant au temps qu’un client passe dans le systéme. On suppose
encore qu’'un client numéro 0, arrive en 0 dans le systéme. Soient donc 0 = Ty < T <
Ty < --- les instants d’arrivées des clients successifs, og, 01, - - leur temps de service.
On suppose que les variables aléatoires {(T},+1 — T},,0,),n € N} sont indépendantes
et de méme loi (nous n’utiliserons pas ce que nous savons déja sur ces files).

Notons W, le temps que le client n attend avant de commencer a étre servi. Il
sera, utile de pouvoir supposer que W est éventuellement non nul (mais naturellement
indépendant des (op,T})). On vérifie que, si en11 = 0n — (Tnt1 — Tn),

Wit = (Wn +éeng1)” (3.2)

ot z7 = max(z,0). On suppose que E(T}) et E(og) sont finis. Soit Sy = 0 et S, =
€1+ -+ é€p.

Théoréme 3.3.5 Soit p = E(oy)/E(T}). Alors

o Sip <1, W, converge en loi vers maxy>q Si. Cette loi est caractérisée comme
étant la seule probabilité v sur R telle que si Wy a la loi v alors Wy est encore
de loi v (et dans ce cas tous les Wy, ont la loi v).

e Sip>1, W, tend vers +00, presque siurement.

Preuve: On voit facilement par récurrence que
Wy = max(0,en,6n +€p—1," .6+ En—1+ -+ E2,6n tEp1+ -+ 1+ Wo).

En particulier W,, > S,,. Lorsque p > 1, S,, = 400, p.s. par la loi des grands nombres,
donc W,, — +o0.

Considérons le cas p < 1, c’est a dire E(S1) < 0. Remarquons que puisque les
vecteurs (e1,€9,++,&,) et (en,en—1,-+,€1) ont la méme loi, W, a la méme loi que

max(0,e1,e1 +€2,---,61 + 2+ -+ ep_1,61 + 2+ - +en + W)

c’est a dire que K, = max(My_1, Sy + Wp) ol M, = maxg<r<n Sk. Or S, tend vers
—oo par la loi des grands nombres car E(e;) < 0. Donc K, tend vers maxy>o Si qui
est fini. Donc W, converge en loi vers maxy>q Sk.

Supposons maintenant que Wy a la loi de max>q Sk. Si g9 est une v.a. de méme
loi que les €, mais indépendante de ces v.a., on a

L B 3
(I,glggc Sk +€0)" = max(0, Hklgg(Sk +€0)) = max Sh

ot Sy = 0 et S, = 9 + Sp_1 pour n > 1. Il est clair que les deux processus (Sn)

et (Sp) ont la méme loi. Donc max,>o S, = (maxg>o Sk + €0)" a la méme loi que
maxkzo Sk.
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I1 nous reste & montrer I'unicité. Si v est une probabilité telle que Wy = (Wy+e1)™
a pour loi v lorsque Wy est de loi v on voit par récurrence qu’alors W,, est de loi v
pour tout n € N. Or on a vu que W,, converge en loi vers max Sy donc v est la loi de
max S k-

Remarque 3.3.6 Dans le cas p < 1, il n’y a que convergence en loi de W,,. Par
exemple W,, s’annule une infinité de fois.

Remarque 3.3.7 Dans le cas p < 1, si on choisit pour Wy la loi v, le processus (W},)
est stationnaire.

Dans le théoréme, on pourrait montrer que, si p = 1, W, tend en probabilité
vers +00, et s’annule une infinité de fois p.s. (en utilisant la récurrence des m.a. de
moyenne nulle).

3.3.3. Un exemple: la file G/M/1

Considérons d’abord l’exemple de la file G/M /1. Dans ce cas les services o, ont une
méme loi exponentielle, dont nous notons y le paramétre. Cherchons la loi 7 d’une
variable aléatoire W telle que

W:(W+00—T1)+

a méme loi que W si W est indépendante de X = o9 — T1. Il est raisonnable de
chercher 7 sous la forme d’un barycentre d’une masse de Dirac en 0 et d’une loi
exponentielle. Autrement dit cherchons ¢ > 0 et « > 0 tels que, pour tout ¢ > 0,

P(W >t) = ce™ ™.
On peut écrire

P(W+X)t>t) = PW+X>t)
= PW>t-X,t—X>0+P(t—-X <0)
= E(Ce_a(t_X)].{t,X>0}) + P(X Z t)

Or, sil'on note 7 la loi de T1, et £, sa transformée de Laplace,
P(X >t) =P(og >T1 +1t) = e ME(e ") = e L, (1)
et
X o0 o _
E(e* 1y xs0) = / / ey gm0y pe™ ds dn(y)
- / )
— ( —e (alte () ))
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donc

+ — H —at H —,ut —ut
P(W+X)" >1t) c,u_a[,n(a)e C,u—a Ly(p) +e M Ly(p).

On voit que si a vérifie £, (a) = % =calors P(W+X)" > t) = P(W > t) comme
on le voulait. Il reste donc & établir I’existence d’un tel «. La fonction h(t) = ﬁﬁn(t)
est continue sur [0, u[, vérifie A(0) = 1,h'(0) = % — E(T1) <0 et limy_,, h(t) = 400,

il existe donc bien un « €0, u| tel que h(a) = 1. Nous avons donc montré:

Proposition 3.3.8 Soit a €]0,u[ et ¢ > 0 tels que Ly(a) = L2 = c. La loi de W
est celle de (1 — ¢)dp + c&(a).

Si I'on attend, la durée de cette attente est “sans mémoire”. La loi du “reste du temps
a attendre” est toujours la méme.

3.3.4. Un exemple: une file G/D/1

Considérons une file G/D/1 a valeurs entiéres: les durées de service sont déterministes.
Autrement dit elles ne sont pas aléatoires, mais toutes égales & une méme constante
que nous choisirons égale & 1. Nou supposons de plus que les temps d’arrivée sont a
valeurs entieres. On utilise ’équation en loi

W = (I/V—i-é‘())+

Cherchons une solution qui soit une loi géométrique sur N de paramétre gq. Dans ce
cas P(W > n) = ¢". On a, pour tout n € N*, en posant T = Ty — 17,

¢t = P(W >n)= (W>n)
= P((W+e)" >n)=P(W +e >n)
- P(W+1—T>n) P(W >n+T)
(@"*") = ¢"B(¢")

|
=

Cette relation est vérifiée si et seulement si g est choisi de telle sorte que E(¢7) = ¢
c’est & dire que
E(¢" ) =1

Cette équation a effectivement une solution car la fonction A — E(e~A7T—1) est
continue sur RT, est égale & 1 en 0, tend vers 0 quand A — +oco et a une dérivée en
0 égale & E(1 —T) > 0. On peut utiliser des méthodes d’approximation numérique
pour approcher p ou bien des méthodes de Monte Carlo (c’est & dire des simulations).
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Chapitre 4

Chaines de Markov

Ce chapitre ne prétend pas étre une introduction générale aux chaines de Markov,
puisque la plupart les connaisse déja. Nous nous limitons a ce dont nous avons besoin
dans la suite. Pour nous, la notion fondamentale est celle de probabilité invariante et
la liaison avec les processus stationnaires. Elle généralise la notion d’état d’équilibre
de la mécanique.

Pour ne pas toujours reprendre les preuves classiques que beaucoup d’étudiants
ont déja vues, nous nous limitons essentiellement aux chaines récurrentes positives.

4.1. Noyaux (ou matrices) de transition

Dans tout ce chapitre, F est un espace dénombrable, c’est & dire soit fini, soit en
bijection avec N.

Définition 4.1.1 On appelle noyau (ou matrice, ou probabilité) de transition sur E,
une famille {P(i,7),1,7 € E} de réels telle que

i) P(i,7) > 0, pour tout i,j € E.

i) Pour tout i € E, }>;cp P(i,7) = 1.

Etant donnés deux noyaux de transition P et () sur E, on définit un nouveau noyau
de transition P(Q) par la formule

(PQ)(i,45) = Y P(i,k)Q(k, j)-

keE

Soit I le noyau de transition Identité, défini par I(i,5) = 1, si i = j et I(3,5) = 0,
sinon. On pose P° = I, P! = P, puis par récurrence, P"t! = P"P.

Le noyau P opére sur les fonctions et les mesures sur £. Si f : E — R est une
fonction par exemple bornée ou & valeurs positives et si m est une mesure sur E (par
définition une mesure est toujours & valeurs positives) on définit la fonction Pf et la
mesure mP sur E par:

Pf(i) =Y P(i,5)f(j), mP(j) =" m(i)P(i,j).

JEE i€E
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Les notations sont cohérentes: si P, ) sont des noyaux, (PQ)f = P(Qf) et m(PQ) =

(mP)Q.
Supposons que F est fini et a d éléments. Une numérotation des états nous permet
de supposer que E = {1,2,---,d}. Alors, un noyau de transition P s’identifie avec

la matrice de coefficients P(i,5),1 < 4,7 < d, une fonction f s’identifie au vecteur
colonne {f(i),1 <1i < d} et la mesure m au vecteur ligne {m(:),1 <14 < d}. Dans ce
cas PQ, Pf,mP sont bien donnés par le produit des matrices P par (), P par f et
m par P.

4.2. Chaine de Markov

Soit E un ensemble dénombrable muni d’une probabilité de transition P.

Définition 4.2.1 On dit qu’une suite de variables aléatoires {X,,n € N} a valeurs
dans E, définies sur (2, A,P), est une chaine de Markov de noyau P si

P(Xni1 = 241/ X0 = 20, X1 = 21, -, Xpn = 7)) = P(Zp, Tny1)
pour tout Tg,T1, -+, Tny1 € E, et tout n € N.
On dit que la loi de X est la loi initiale de la chaine. Si v est une probabilité sur

E, on note P, 1a loi de la chaine de noyau P de loi initiale v. Remarquons que pour
tout sous ensemble mesurable A de €2,

P,(A) = /E P, (A dv(a).

Si z € E, on note P, la loi de la chaine lorsque Xy = z, c’est a dire lorsque la
loi initiale est la masse de Dirac en z. Le lemme suivant montre que le noyau de
transition et la loi initiale déterminent compléetement la loi de la chaine.

Lemme 4.2.2 Pour toute probabilité¢ v sur E,
P,(Xo=x0, X1 =21, -+, Xp = x) = v(x9)P(x0,21) - - P(Tp—1,Tp),
en particulier,
P,(X1 =z, Xp=x,) = P(z,z1) - P(Tp_1,2p).

Preuve: Par récurrence sur n.

Proposition 4.2.3 Si X,,,n € N, est une chaine de noyau P, pour toute fonction
f:E =R, onaEL(f(X,)) = P"f(x). D’autre part, vP" est la loi de X,, lorsque
v est la loi de Xj.
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Preuve: Montrons par exemple la premiere assertion: on vérifie d’abord facilement
par récurrence sur n que

P"(z,y) = Z P(z,z1)P(z1,22) - P(zp—1,9).

T1,Tn—1

Avec le lemme précédent, on en déduit que

P"(z,y) = Py(Xn = y).

Alors
yer yeE
= Y f@)P"(z,y) = P"f(x).
yek

4.3. Propriété de Markov

Soit {Xp,n € N} une chaine de Markov sur E. On note F,, la tribu engendrée par
(Xo, X1, -+, X5). Montrons d’abord:

Théoréme 4.3.1 (Propriété de Markov simple) Pour toute fonction mesurable
f: EN = R, par ezemple bornée ou positive, pour toute probabilité v, P,— presque
strement,

Ey[f(Xn, Xy, )/ Fal = Ex, [f (X0, X1, -+2)]-

Preuve: Dans une premiere étape qui utilise le lemme d’unicité, on montre qu’il
suffit de vérifier ce résultat lorsque f est une fonction indicatrice f = 14 ou A est de
la forme

A={ap} x{ar1} x---x{ag} x EXE X ---.
(la classe de ces ensembles A est stable par intersection finie et engendre la tribu
produit). Alors f(Xp, Xnt1,"*) = Lix, =00, Xns1=a1,Xnsa=ag} SUr 'ensemble Xo =
anXl :-’Eh"'aX'rL = Tp ON a, si Ip = ag,

Eu[f(XnaXn+1a"')/-7:n]
= P,,(Xn = ao,Xn+1 = Q1,°"" 7XTL-|—d = ad/Xo = :Eo,Xl =T1,""" ,Xn = .Tn)
PU(XO = .’Eo,Xl =Ty ,Xn = .Tn,Xn = ao,Xn+1 = Q1,°"" aXn—i—d = ad)
Pu(XO = $0,X1 =T1,y""" ,Xn = xn)
v(zo)P(xo,21) -+ P(p—1, ) P(zp,01) -+ - Plag_1,aq)
v(zo)P(zo,21) -+ - P(Tp—1,Tn)
P(zy,a1) -+ Plag—1,aq)
= Ex,[f(Xo, X1,---)]

Si zp, # ap il y a encore égalité car les deux termes sont nuls.
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Rappelons qu’un temps d’arrét du processus (X,,) est une v.a. a valeurs dans NU
{+0o0} telle que pour tout n € N, I’événement {T" < n} est dans F,, = o(Xy, -+, Xp).
La tribu Fr est formée des événements A tels que AN{T < n} € F,. En particulier
T, 170} X1 €t Xppin(r,n) sont des variables aléatoires Fr mesurables.

Lemme 4.3.2 Soit T un temps d’arrét. Pour toute variable aléatoire Z bornée, sur
Pensemble {T = n},
E(Z/Fr) = E(Z/Fy).
Preuve: Comme {T' = n} € Fr, on a l{T:n}E(Z/.’FT) = E(I{T:n}Z/fT). 11 faut
donc montrer que
E(l{T:n}Z/fT) = 1{T:n}E(Z/-7:n)'
Le terme de droite est Fr-mesurable. De plus, si A € Fr,
E(l{T:n}ﬁAZ) = E(l{T:n}ﬁAE(Z/]:'fl))a
car {T =n} N A est dans F,.

On déduit imédiatement des deux résultats précédents:

Théoréme 4.3.3 (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d’arrét de la
chaine de Markov X,,n € N, sur E. Pour toute fonction mesurable f : EN — R,
par ezemple bornée ou positive, pour toute probabilité v, sur 'ensemble {T < +oo},

EV[f(XTaXT-I—la ot )/fT] = EXT[f(XO,Xla e )]

Quitte & construire la chaine de Markov sur Q@ = EN, muni de la tribu produit,
on peut toujours supposer qu’il existe une application 6 : Q — Q mesurable telle que,
pour tout n € N,

Xn ol = Xn_|_1.
Cette application s’appelle le décalage (ou “shift” en anglais). On posera 6y =
identité, 0y = 6,---,0,11 = 6, o 8. Avec ces notations, la propriété de Markov forte

s’écrit:
Théoréme 4.3.4 (Autre forme de Markov fort) Pour toute v.a. Z : Q@ — R,
o(Xg, k € N)-mesurable, positive ou bornée, sur T < +o0,
E,[Z o 07 /F7] = Ex,[Z].
Notons la conséquence suivante de la propriété de Markov forte.

Corollaire 4.3.5 Soit T' un temps d’arrét fini presque sirement pour lequel il existe
un état 1 € E tel que X7 = i, P,—p.s. Alors, (X7, X141, X142,---) a sous P, la
méme loi que (Xo, X1,--+) sous P; et est indépendant de Fr.

Preuve: Il suffit de montrer que, pour tout A € Fr et toute fonction mesurable
bornée f : EN — R, si v est la loi de X,

Ey[14f (X1, X141,---)] = Pu(A)Ei[f(Xo, X1,---)].

En écrivant que I’espérance est ’espérance de 1’espérance conditionnelle sachant Fr,
ceci résulte immédiatement de la propriété de Markov forte.
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4.4. Propriétés de récurrence

Nous allons étudier le comportement des trajectoires d’une chaine de Markov X,
lorsque n — 4+00. On va ici essentiellement distinguer deux types de comportement
suivant que la chaine “tend vers I'infini” ou non. Introduisons les notations suivantes:
pour tout ¢ € E,
Ti = inf{k > 0; Xy = ’i},
(0)

puis 7; ° = 0 et pour tout entier n > 0,
Ti(nﬂ) = inf{k > 7'Z~(n);X,c =i}

On voit que 7)) = 7; est le temps d’atteinte de D’état i, Ti(n) est I'instant de n-ieme

passage en %, ce sont des temps d’arrét. Par ailleurs, on vérifie que

Tz-(n+1) =1T;0 0T'(n) + Tl(n)

Pour tout 7,5 € E, on pose
+00 +o00 +o00
G(Z’]) = Z Pn(z,]) = Z El(lj(Xn)) = EZ(Z lj(Xn))
n=0 n=0 n=0
C’est ’espérance du nombre de passages par j en partant de 3.

Définition 4.4.1 Un état i est récurrent si P;(1; < +00) = 1.

Théoréme 4.4.2 Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. i est récurrent.
2. Z;ﬁ% 1,(X,) = 400, P;i-p.s.
3. G(iyi) = H+oo.

Preuve: Montrons que, sous P;, la variable aléatoire N = 3729 1,(X,,) suit une loi
géométrique sur N* de parametre a = P(7; < 00), avec la convention que cette v.a.
est identiquement infinie lorsque a = 1., Montrons donc que P;(N > n) = P;(1; <
+00)™. C’est clair pour n = 0. Supposons la relation vraie au rang n. On a

{Ti(n—kl) < -I—OO} _ {Tz(n) < -I—OO} N {Ti o OT-(H) < -|'OO}.

Donc, en conditionnant par rapport a fT(n) et en appliquant la propriété de Markov

forte, on peut écrire

P;(N>n+1) = Pi(Ti("“) < 400) = Ei[Ei(1{T¢(”+1)<+oo}/‘7:rf"))]
= Eillg o o Billinon <too}/F,m)]
= Bill o oy BX ) (Lmictoo})]

= Pi(Ti(n) < +00) Pi(1; < +00)
= Pi(TZ’ < +oo)n+1.
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I1 est alors clair que @ = 1 si et seulement si IV est identiquement infinie, ce qui est
i¢i équivalent & G(7,7) = E;(IN) < 400 car une loi géométrique est d’espérance finie.

Théoréme 4.4.3 Supposons que i est un état récurrent de la chaine de Markov
(Xy). Alors, sous la probabilité P;, la suite des temps Ti(n),n > 0, fait de (X,) un
processus Tégénératif.

Preuve: Au moins intuitivement, ceci résulte du corollaire 4.3.5 appliqué au temps
T = Z.(”). Montrons le en détail. Il s’agit de montrer pour tout f : E — R™ que les
variables aléatoires

'r.("+1)—1

k::Ti(n)
sont indépendantes et de méme loi. On a Z,, = Zj o 97?“)‘ Pour toute v.a. X bornée

et .7-"T_(n)—mesurable et toute fonction borélienne 9 : R 5 R,

Ei(X9(Zn)) = Bi(Bi(X9(Z0)/F, w)) = Bai(XEq($(Zo 0 97"(“))/7'—7}”))-

Comme Ti(n) est un temps d’arrét, il résulte donc d’abord de la propriété de Markov

forte puis du fait que XT.(") =4 que
Ei(X¢(Z,)) = Ei(XEx (,, ($(2)) = Ei(XEi(4(Z)) = Ei(X)Ei(y(20))

Ceci montre que Z, est indépendante de la tribu fTKn) et de méme loi que Z.
Puisque les variables aléatoires Zy, Z1,---, Z,_1 sont .%Tgn)-mesurables (a vérifier),

1
on en déduit par récurrence sur n que les v.a. Z,,n > 0, sont bien indépendantes.

On déduit du théoréme 3.1.4:

Corollaire 4.4.4 Si i est un état récurrent, pour toutes fonctions f,g : E — RT,
P;-presque sirement,

b Sheof(Xe) _ [ f dm
ntoo o g(X) ~ g dm

si [ g dm est fini et non nul, ot m est la mesure définie par

—1

[ £am=E(Y 1x0)).
k=0

4.5. Mesures et Probabilités invariantes

Dans la théorie des chaines et des processus de Markov, la notion de probabilité
invariante est sans doute la plus importante. Elle généralise et étend celle d’état
d’équilibre en physique.
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Définition 4.5.1 On dit qu’une mesure m sur E est une mesure invariante de la
chaine de Markov de noyau de transition P si mP = m.

Il est intuitif que les mesures m introduites au corollaire 4.4.4 vont avoir un réle
important.

Lemme 4.5.2 Soit i un état récurrent de la chaine de Markov. Alors, la formule

Ti—1

= Ei( ) 1;(Xk))
k=0
définit une mesure invariante.

Preuve: Sous P;, Xy = X, = i. On a donc, pour toute fonction f: E — R™

[rim = B 100 =B(S (Xen)
k=0 k:O

= Z EZ Tl>kf Xk+1 Z E Tz>kE (ch-{—l)/]:k))

T;—1

= ZE Lr>kEx, (f(X1))) ZPf Xk))

= /Pfdm /fde

Une chaine de Markov est dite irréductible si pour tout ¢,j € F, il existe unn € N
tel que P™(7,7) > 0.

Lemme 4.5.3 Sim une mesure invariante d’une chaine irréductible, alors m(j) > 0,
pour tout j € B.

Preuve: Il existe au moins un état 7 tel que m(i) # 0. Si n est un entier tel que
P(i,j) > 0,
m(j) = D m(k)P"(k,5) = m(i)P" (i, ) > 0.
keE

Lemme 4.5.4 Si une chaine de Markov irréductible posséde une probabilité invari-
ante T, toute autre mesure invariante est proportionnelle a w. En particulier, w est
la seule probabilité invariante.

Preuve: Soit m une mesure invariante et ¢ un état fixé de E. Posons A = :;((Zl)) et
m' = Am et montrons que m' = w. Remarquons que m/(i) = m(i). Définissons une

mesure 4 sur F, en posant, pour tout k € E, u(k) = min(m/(k), 7(k)). Alors

= S HGIPG,E) < Y mG)PGLK) = m! (k)

jEE JEE
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car m' est une mesure invariante. On voit de la méme facon que (uP)(k) < 7(k). On
a donc
(uP)(k) < min(m/(k), 7 (k)) = p(k).

Mais, puisque

Y uP(k) = p()PG.k) =D ui) D p()PG.k) = u(j)

keE keE jeE JjEE keE jeEE

et puisque p(F) < + oo (car u(E) < w(E) = 1) on voit que

Y (u(k) = (uP)(k) < (3 u(k)) = (D (uP(k)) = u(E) — u(E) =0

kEE kEE kEE
(on a bien p(F) < + oo car pu(F) < n(E) = 1). Chaque terme p(k) — pP(k) étant
positif, ceci n’est possible que si, pour tout k € E, u(k) = pP(k). On en déduit que
7 — i est une mesure invariante. Puisque (7 —pu) (i) = 0, il résulte du lemme précédant
que ™ — g = 0. De la méme fagon on voit que m' = p. Donc m/ = 7.

Théoréme 4.5.5 Considérons une chaine de Markov (X,,) irréductible. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) I existe un état i € E tel que E;(1;) < 4o00.

(i) Pour tout état i € E, BE;(1;) < +00.

(iii) La chaine de Markov posséde une probabilité invariante .

Sous ces conditions la chaine est dite récurrente positive. w est la seule mesure

invariante (4 une constante multiplicative prés) et la seule probabilité invariante.
Pour tout k € F,

1
m(k) = Ep(7k)
et pout tout it € &/
Ti—1
r(k) = E%T,)Exz 105(X,))
e n=0

Preuve: Montrons d’abord que (i) implique (iii). Supposons donc (i). Soit m la
mesure invariante associée a ’état récurrent ¢ définie au lemme 4.5.2. Puisque E;(7;)
est fini, 7; est fini P;-p.s., donc 7 est récurrent. On définit alors par

(4.1)

m =
Ei(ri)
une probabilité invariante. Ceci prouve (iii).
Montrons que (iii) entraine (ii). Il résulte du principe du maximum (cf. lemme
4.5.7) que, si 7 est une probabilité invariante, pour tout état i,

S w(§)G(5,9) <> w(§)G(i,8) < G(i, ).

jeB JEE
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Or,
o
> o w( Z > w(G)P i) = D wli) = +oo
jeE n=0j ek n=0

car on sait que 7(i) # 0. Donc G(i,i) = 400 et I’état i est récurrent. Puisque la
mesure m associée a ¢ est une mesure invariante, il résulte du lemme 4.5.4 que m
et 7 sont proportionnelles, donc que m(E) est fini. Or m(E) = E;(7;), donc E;(7;)
est fini, ce qui montre (ii). Puisque (ii) entraine (i) de fagon évidente, ceci prouve les
équivalences du théoréme.

L’unicité de 7 résulte du lemme 4.5.4. La deuxiéme formule donnant 7 est la
formule (4.1). Cette formule appliquée & i donne,

Ei(Xno LX) _ 1

0= "Em B

(Se souvenir que 7 ne dépend pas de i par unicité)

Théoréme 4.5.6 (Thm ergodique des ch. de Markov récurrentes positives)
Si (Xy) est une chaine de Markov récurrente positive de probabilité invariante m, pour
toute loi initiale v, et pour toute fonction f : E — R™T, P, -presque siirement,

nlgn;ong X = [ far ¥

et pour tout i,j € F,

n—1

J— k y
nhjolon ZP (i,9) = 7(j)-

Preuve: Pour tout état 4, il résulte du corollaire 4.4.4, appliqué & g = 1, que (*) est
vraie P;-presque siirement (se souvenir que m ne dépend pas de 7). C’est encore vrai

P,-ps. car
P, — / P; du(i)

En prenant ’espérance sous P; des deux cotés et en choisissant pour f la fonction
indicatrice de j on obtient la deuxieme limite.

Ce théoréme donne deux moyens pratiques d’approcher 7 si, comme c’est souvent
le cas, on ne sait pas la calculer explicitement. La premiére facon est la méthode
de Monte Carlo, qui consiste & simuler sur ordinateur une longue trajectoire X, (w)
de la chaine, puis de faire la moyenne de f le long de cette trajectoire. D’apres (*)
on obtient ainsi a peu prés [ f dm. L’autre facon est de calculer itérativement P",
par exemple dans le cas ou E est fini. Puis de faire la moyenne des P"(i,j) pour
approcher 7(j) (on peut montrer que la vitesse de convergence est exponentielle).
C’est trés souvent beaucoup plus rapide que la recherche d’un vecteur propre de la
transposée de P.
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Lemme 4.5.7 (Principe du maximum) Pour tous i,j € E, G(3,7) < G(4,7).

Preuve: Ce lemme résulte du calcul suivant dans lequel on applique la propriété de
Markov forte au temps d’arrét 7;:

(o] (o]
G(i,1) = B} Lixe=) = Billr<o0p D Lxey,, =i}

) )
= EZ[I{T]<00}EZ(Z l{Xk+-rj :]‘}/-7:7—]- )] = Ei[l{'rj<oo}Eer (Z l{Xk:]})]
k=0 k=0

o0
= Eill{; <o} Bi(Q 1ix,=)] = Pi(7j < +00)G(5, j)-
k=0
On dit qu’une suite (z,,) de E tend vers l'infini si pour toute partie finie F' de E,
T, € F pour tout n assez grand.

Théoreme 4.5.8 On considére une chaine de Markov irréductible. Alors, un et un
seul des deuz cas suivants peuvent se produire:

Cas récurrent: Tous les états sont récurrents et partant de tout point, la chaine
visite une infinité de fois tous les autres, p.s.

Cas transitoire: Partant de tout état, X,, tend vers l’infini, p.s.

Preuve: Si il existe un état récurrent ¢, considérons la, mesure invariante m qui lui
est associée. Soit j un autre état de E. Puisque la chaine est irréductible, m(j) > 0.
Or, P;-p.s.,

e Zizo 1y (X)

=00 070 iy (Xk)
(car m(i)=1). Puisque i est récurrent,>>p%, 14,3 (Xx) = +oo. La limite précédente
assure donc que Y z° ( 11;1(Xx) = +oo donc que la chaine (X,) passe une infinité de
fois par j. En prenant I’espérance, on voit que

= m(j)

G(i,5) = Bi(D_ 1453(Xp)) = 400
k=0

donc, par le principe du maximum G(j,j) = +oo et 1'état j est récurrent.
Supposons qu’il n’y a pas d’état récurrent. Si F' est une partie finie

(> 16(X0) = Y Gl9) < 3 6(.4) < +oo
k=0

JEF jEF
Donc Y22 17 (Xk) est une somme finie, P;-p.s., ce qui n’est possible que si X, quitte
F' définitivement aprés un certain temps.

Corollaire 4.5.9 Lorsque E est fini, toute chaine irréductible est récurrente positive.

Preuve: L'existence d’un état récurrent résulte de la proposition précédente (pour
s’en convaincre prendre E = F dans sa preuve). On sait qu’a cet état récurrent, on
peut associer une mesure invariante. Elle est de masse finie car I'espace est fini.
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4.6. Stationnarité et réversibilité

On dit qu’un processus X,,,n € N, est stationnaire (au sens strict) si pour tous
m,n > 0 la loi du vecteur (X, Xint1,--+, Xintn) est la méme que celle du vecteur
(XO,Xla Ut aXn)

Théoréme 4.6.1 Une chaine de Markov de loi initiale v est un processus station-
naire si et seulement si v est une probabilité invariante.

Preuve: Comme nous I'avons vu, si v est la loi de X, alors vP"™ est la loi de
X,. 11 en résulte que cette loi est invariante si et seulement si toutes les variables
aléatoires X, ont la méme loi. C’est évidemment le cas lorsque (X,,) est stationnaire.
Réciproquement, supposons que v est invariante. Alors, pour tout m € N, X;,, a la
loi v sous P,,. Ceci nous permet d’écrire, en utilisant la propriété de Markov au temps
m que, pour toute fonction f: E"t! - R™,

Eu(f(Xma Xm—|—1; Tt aXm—|—n)) = Eu[Eu(f(XmaXm+la Tt aXm—I—n)/Fm)]
= EU[EXm(f(XOaXla"'aXTL))]
— El/[f(XOaXla"'aXn)]'

donc (X)) est bien stationnaire.

Considérons une chaine de Markov X,,n € N, admettant une probabilité in-
variante v. On a vu qu’alors, sous P, (X,,) est stationnaire. Comme tout processus
stationnaire, on peut le prolonger en un processus X,,n € Z, stationnaire, en posant,
pour tout m € Z et toute partie A de E",

PI/((XmaXm—Fl’ e aXm—|—n) € A) = PV((X07X17 e 7Xn) € A)

(Ceci résulte d’'un théoreme de Kolmogorov, nous ’admettons). Nous supposerons que
v(i) > 0 pour tout 7 € E, ce qui est toujours le cas lorsque la chaine est irréductible.

Proposition 4.6.2 Sous P,, le processus Z, = X _,,n € N, est une chaine de
Markov de noyau
v(4)

Preuve: Pour tout ag,a;, - -,a, € E, on a:

P,.(Zy =a0,Z1 = a1, -+, Zn = ay)

= P,(Xo=a0,X-1=a1,,X_p =ay)

= P,(X, =00, Xpn_1 =ai,---, X = ay)

= v(an)P(an,an—1) - Pla1,ap)

v(an) v(anp—1) v(ay)
7[) 7P QA1 Qo e
v(an_1) v(an _2) (an-1, an-2) v(ag)

= Q(an,an-1)Q(an—1,an-2) - Q(a1,a0)v(ag)

ce qui montre la proposition.

(an,an_1)
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Définition 4.6.3 Une probabilité v sur E est dite réversible (ou P-réversible) si pour
touti,j €E

v(1)P(i, j) = v(5)P(4, 7).

Une probabilité réversible v est invariante et sous P,, les chaines X,,,n € Z, et
X_pn,n € Z, ont la méme loi. Il est souvent plus facile de chercher directement une
probabilité réversible qu’une probabilité invariante, mais il n’en existe pas toujours.

4.7. Criteres de récurrence

Nous allons utiliser les surmartingales positives pour établir divers critéres de récur-
rence des chaines de Markov. Ces critéres peuvent aussi se montrer directement,
mais les preuves sont longues et moins intuitives. Soit {F,,n € N} une filtration de
(Q,F,P).

Définition 4.7.1 Une suite {Z,,n € N} est une surmartingale si chaque Z, est
une variable aléatoire intégrable, F,-mesurable, et si

E(Zns1/Fp) < Zn, Y0 > 0.
Nous admettrons le théoréme suivant, vu dans le cours de Probabilités:
Théoreme 4.7.2 Une surmartingale a valeurs positives converge presque strement.
Appliquons ceci aux chaines de Markov:

Proposition 4.7.3 Si P est le noyau de transition d’une chaine de Markov récurrente,
les seules fonctions positives h vérifiant Ph < h sont les constantes.

Preuve: Le point important est que la relation Ph < h entraine que h(X,) est une
surmartingale sur (Q, F, P;), pour tout 7 € E. En effet,

E;(h(Xn41)/0(Xo, -+, Xn)) = Ph(Xa) < h(Xa).

Soit Z la limite de cette surmartingale positive. Pour tout j € F la chaine récurrente
(X,) passe une infinité de fois par j. Il en résulte que h(j) = Z. Ceci étant vrai pour
tout 7, la fonction h est constante.

Proposition 4.7.4 Considérons une chaine irréductible sur E, et ig un état fixé de
E. La chaine est transitoire si et seulement si il existe une fonction bornée h non
constante telle que Ph(i) = h(i) pour tout i # ig.

Preuve: Supposouns la chaine récurrente. Quitte & changer h en —h, on peut supposer
que Ph(ig) < h(ip). Alors ¢ = h—inf h vérifie Pg < g et est a valeurs positives. Elle est
constante par la proposition précédente, donc h est constante. La réciproque découle
du lemme suivant.
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Lemme 4.7.5 Soit A une partie de E et Ty = inf{n € N; X, € A}. Alors h(i) =
P;(T4 < +0o0) vérifie Ph=h hors de A et h =1 sur A.

Preuve: Sii ¢ A, {T4 < +oo} = {In > 0;X,,41 € A}, P;,—p.s.. Donc, par la
propriété de Markov appliquée au temps constant 7" = 1:

h(i) = Bi(lr,<4oo) = Ei(Ei(13n>0;x,41€4)/F1)
E;(Ex, (13,>0;,x,€4))
Phs).

Sii e A, Ty =0,P;-p.s., donc h(i) = 1.

Proposition 4.7.6 (Critére de Foster) Considérons une chaine irréductible de noyau
P. Soit F une partie finie de E.

1. Si il existe une fonction V : E — R telle que lim;_,o, V(1) = +oc et telle que
PV(GE)<V(@G), VigF
alors la chaine est récurrente.

2. Si il existe une fonction V : E — R™ et € > 0 tels que PV est fini partout, et
PV(@E)<V(i)—e, VigF
alors la chaine est récurrente positive.

Preuve: Soit T = inf{n > 0; X,, € F}. Alors V(X,a7),n > 0, est une surmartingale.
En effet,

n—1
Ei(V(Xnar) [ Fae1) = Ei(D V(Xi)lr—p/Foo1) + EBi(V(Xp)1rsn/Froi)
k=0
n—1
= > V(Xp)lr=k + LrsnEi(V(X5) /Fo 1)
k=0
n—1
= Y V(Xpar)lr—k + lo>p PV (Xn1)
k=0
n—1
< D V(Xear)lr—g + 113 V(Xn_1)
k=0
== V(Xn/\T)

La surmartingale positive V (X, 1) converge P;-p.s.. Si la chaine est transitoire, elle
tend vers l'infini quand n — +4o00. Puisque V tend vers I'inifini & 1'infini, ceci n’est
possible que si T' < +oc, P;-p.s. A 'aide de la propriété de Markov, on en déduit que
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la chaine passe une infinité de fois dans F', et donc qu’elle ne peut pas tendre vers
Pinfini.

Montrons maintenant la deuxiéme assertion. Soit 7 ¢ F. On montre comme au
dessus que Z,, = V(Xran) + (n A T)e est une surmartingale positive. On a donc
E;(Zy) > E;(Z,), ce qui entraine que V(i) > E;(n A T)e, dou E;(T) < @ Soit
S =inf{n > 1; X,, € F}. Puisque S = 1+ T o 6, nous pouvons écrire

Ei(S) = Eqi(Ei(S/F))

EZ‘(EX1 (T)) +1
V(X1)

IA

)+1

AN

1

Ceci permet de conclure immédiatement lorsque F' est réduit & un point. Nous ad-
mettrons le cas général (sa preuve consiste & regarder la chaine induite X7, sur F;
pour un i € F fixé, puisque F est fini, § = inf{n; X7, = i} est d’espérance finie; on
montre alors que E;(Ty) est fini un peu comme le lemme de Wald).

Si, dans ’énoncé précédent, on ne suppose pas que la chaine est irréductible, on
obtient avec la méme preuve que:

Dans la cas 1, partant de tout point, on atteint presque stirement un état récurrent.

Dans le cas 2, partant de tout point, on atteint au bout d’un temps d’espérance
fini un état récurrent dont le temps de retour est d’espérance finie.

Il peut étre utile de remarquer que si ¢ est un état récurrent d’une chaine de
Markov sur F, si F; est I’ensemble des points de £ que 'on peut atteindre a partir
de i, alors, partant de F; la chaine reste toujours dans F; et que en restriction & F;
cette chaine est récurrente ( et en particulier irréductible).

4.8. La file M/G/1

Nous allons considérer en détail la file M/G/1. C’est une file G/G/1 dans laquelle les
clients arrivent suivant un processus de Poisson. Par une technique différente de celle
vue avant, nous allons pouvoir décrire de fagon précise le comportement de cette file.

Les clients arrivent aux instants 77 < T < T3 < --- d’un processus de Poisson
de parametre \. Les temps de service (o,) sont indépendants de loi 7, intégrable et
d’espérance E(o,) = % On pose p = A/p. On se doute que la position de p par
rapport & 1 va étre importante.

L’étude de cette file se fait & travers le processus

X (t) = Taille du systéme & l'instant ¢ > 0.

La taille est égale au nombre total de personnes dans la file (comptant celles en train
d’étre servies) au temps t. On choisit la version continue & droite de Xi, il n’y a
donc pas d’ambiguité sur la fagon d’interpréter cette quantité a I'instant de sortie ou
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d’arrivée d’un client. Le processus (X;) n’est pas markovien en général (réfléchir au
cas ou les services sont déterministes par exemple). C’est pourquoi on introduit les
temps

T, = Instant de sortie du client n.

Puisque X; est continu & droite, X (7,) est le nombre de clients dans le systéme que
laisse le client n quand il sort. Posons N; = 7% 110,1(T») et notons e1 = Ny, .

Proposition 4.8.1 Le processus Y, = X(7,) est une chaine de Markov sur N
vérifiant
Yo=Yy — 1)+ + €n+1

ot les v.a. (e,) sont indépendantes de méme loi que €.

Preuve: Posons N; = 1% 1j0,4(Th) et Fr = o0(Ns,s < t,0n,n € N). Comme (o)
est indépendant du processus (N;), on voit que Ny est un Fy-processus de Poisson.
Remarquons que X (7,) ne dépend que de Ny, s < 7, et de oy, -+, 0,. Si X(7,) > 1,
le client n 4+ 1 est déja dans le systéme. Il commence & étre servi en 7, et son temps
de service est op41, il sort donc en 7, + o,41. Le nombre de clients arrivés entre 7,
et 7 + opy1 est Np 45, — Ny, donc:

n

si X(7n) > 1, alors X(7p11) = X(7) =1+ Npyo,0 — No.

Maintenant, si X(7r,) = 0, il faut attendre le temps 7,1 pour qu’un client arrive
dans la file. Il ressort en T, 11 + 041 et entre ces deux instants, le nombre des autres
clients arrivés est Nr, ., +4,,, — N1,,,- Donc

si X(7n) =0, alors X (7p41) = X(70) + N7ppii4onss — Ny -

Posons
Sp = n—|—11X(Tn):0 + Tn]-X(Tn)>0'

On vérifie que S, est un F; temps d’arrét. Siepq1 = Ng, 40, —Ns,, alors X (741) =
(X (Tn)—1)"+€nt1 €t ent1 est une v.a. indépendante de €1, - - - , &, et de méme loi que
Ny, par la propriété de Markov forte du processus de Poisson (ca demande un peu
de travail et I'utilisation de la remarque 2.1.5). La proposition en résulte, en utilisant
le lemme suivant pour montrer que (Y,,) est une chaine de Markov.

Lemme 4.8.2 Soit E un ensemble dénombrable, {e,,n € N} une suite de variables
aléatoires i.i.d. a valeurs dans un ensemble F. Soit ¢ : E x F — E une application
mesurable. Pour tout Xy indépendant des (g,,) la suite défine par récurrence par

Xnt1 = ¢(Xn’ 8n—l—l)a

est une chaine de Markov sur F
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Preuve: Ceci résulte du fait que si P(7,5) = P(¢(i,€1) = j), on a

P(X,t1 =2ni1/Xo =20, -+, Xpn = 2) = P(d(Tn, n41) = Tny1) = P(Tn, Tnt1)-

Posons, pour tout n > 0,

(A"
n!

pn = P(N,, = n) = /e dn(?),

et p, = 0 si n < 0. La probabilité de transition de la chaine Y,, est donnée par
P(i,5) =Pj—(G-1)+

donc
bo P1 P2 D3
Po P1 P2 D3
P=| 0 po p1 po
0 0 p m

Remarquons que

A
B(e1) = B(Ny,) = [ (M) dPo, (1) = [ Atdn(t) = 5 = .
Lemme 4.8.3 La chaine de Markov Y, est irréductible.

Preuve: Pour tout & > 0, p; > 0. Puisque P(0,k) = pg, 0 conduit & tout point.
Comme P(i,7 — 1) = pg, tout point conduit & 0.

Proposition 4.8.4 La chaine de MarkovY,, est récurrente positive, récurrente nulle,
ou transitoire suivant que p <1, p=1, ou p > 1.

Preuve: Le cas p < 1 résulte du critére de Foster appliqué & V(i) = i: pour 7 > 1,
PVEi)=E(i—1)"T+e)=E@i—-1+¢e)=V(E) —1+p.

Considérons le cas p > 1. En utilisant que 2™ < z, on voit que Y,, > Y,,_1+¢, —1
et par récurrence que

n
Yo > Yo+ (e —1).
k=1
Puisque E(e1) > 1, on déduit de la loi des grands nombres que Y,, — +o00.

Etudions plus en détail le cas le plus intéressant, c’est & dire celui o1 p < 1 et ou1 la
chaine est récurrente positive. Commencons par déterminer la probabilité invariante
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que nous noterons m, ou au moins sa fonction génératrice (qui n’est autre que la
transformée de Laplace en — log s)

+00
w(s) = Z s"y,
n=0

en fonction de la fonction génératrice p(s) = 312 s"p,, pour 0 < s < 1. Pour tout
k>0,

g = (7P)(k) = mopk + m1Pk + Pr—172 + -+ + T11P0,
donc

400 +00 +00 k
k k
dosFme = mopp + Y s Y mry1pp—r-
k=0 k=0 k=0 =0
Le terme de droite ressemble & un produit de convolution. On a

1 “+00 k
w(s) = mop(s) + =D > mrp1s" s  pp,
§ Ic:O T'ZO
. 1, .
= mop(s) + ;(77(3) — mo)p(s)-

On en déduit que

(s = 7o =
(=) s —p(s)
Puisque p'(1) = 3, np, = p, on a
—p 5(s) — 1
lim S PB) g PO -1
s—1 s—1 s—1 s—1

ce qui entraine que 7(1) = ’/T()ﬁ, donc mp = 1 — p. On retrouve la condition p < 1.
En conclusion,

Proposition 4.8.5 (Formule de Pollacek-Khintchine 1) Sip <1, mp =1—p

et
)=
7T(3)—(]. p) S—ﬁ(S) .

Corollaire 4.8.6 (Formule de Pollacek-Khintchine 2) La taille moyenne a l’équilibre
est, si o est la variance de oy,

+00 2 2 .2
1

Znﬂnzp-i-p( + po®)

n=0 2(1_p)

Remarquons que cette taille est minimale pour o2 = 0.

Nous avons étudié le processus X; aux temps t de la forme ¢t = 7,,. Afin d’en déduire
des résultats sur le processus X (¢) lui méme, on utilise la théorie du renouvellement.
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Supposons toujours que p < 1. Alors, puisque X (7,,) est récurrent, on peut introduire
les instants successifs ou la file se vide complétement: £y = 0, puis

&L =inf{t>0;,X(t7)=1,X; =0},---,& =inf{t > &_1; X(t7) =1, X, = 0}.

On vérifie que le processus (X;) est régénératif, de temps de régénération &;.

|
. B

T, 6 1 62

Figure 4.1: File M/G/1

Lemme 4.8.7 E(&) est fini.

Preuve: Soit S = inf{n > 0; X(7,) = 0}. Remarquons que & = T} + Y5_, 0.
Puisque I’événement {S = k} est indépendant de og1,0%42, -, on en déduit (cf. le
lemme de Wald) que E(&;) = E(T1) + E(S)E(01).

Posons, pour tout k£ € N,

#(k) = ﬁm(/j 1,(X (s)) ds).

11 résulte des théorémes limites pour les processus régénératifs que:

Proposition 4.8.8 Supposons p < 1. Alors, pour tout k € N.

1.
1 rt
lim —/ 14(Xs) ds = w(k), p.s.
0

t—+oo t
2. limy_, 100 P(X; = k) = #(k).

Le résultat suivant est sans doute intuitif. Cependant il n’est pas du tout trivial.

Théoréeme 4.8.9 Les probabilités w et & sont égales.
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Preuve: Soit vy = inf{n > 0;Y,, = 0}. On sait que

m(k) -
70) ~ Eq {g::() lk(Yn)} :

7(
On a donc

+o0
m(k)/m(0) = Eo {Z llc(X(Tn))lTnS&} :
n=0

Remarquons qu’entre 0 et &1 il y a autant de passages de k 4+ 1 a k que de passages
de k & k+ 1. On peut donc écrire, en posant i}, = g que

7(k)/m(0) = E(nombre de passages de X; de k & k+ 1, pour ¢t < &)
+00
= lim E(T;) Lx(in)=kIx(r, )=k+11e <)

+00

- TEIJPOOE(Té) Ix(i)=k1t5 <61 lyne arrivée entre ¢ et t;+1)
+00

— TETOOE(;) Lx()=kLi<&))P(Nir | — Ny = 1)
+00

= TEEIOOE(Z Lx(tn)=k ey <& )P (Ner —ar = 1)

n=0
— /\E(/Ofl 1,(X (5)) ds.

car P(N; = 1) = At + o(t). On en déduit que

m(k) _ -
70) AT (k)E(&).

Comme 7 et 7 sont des probabilités, 7 = 7 et E(&;) = /\%O = ﬁ.

4.9. Problémes d’absorbtion

Considérons une chaine de Markov X, sur d’espace d’état fini £ réunion de deux
parties disjointes F' et G. On suppose que

T =inf{n > 0; X,, € G}

est p.s. fini partant de tout point de F. On cherche a calculer P, (X7 = a) et E4(T),
pour tout point de F'. Pour faire ces calculs on peut tuer la chaine lorsqu’elle atteint G.
Autrement dit on peut supposer sans perte de généralité que P(y,y) = 1 pour tout y €
G. Numérotons les états de telle sorte que F = {1,2,---,R} et G={R+1,---,K}.
La matrice de transition s’écrit
Q A
P ( Q4 ) .
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Proposition 4.9.1 La matrice N = Z;c":a QF eziste et vérifie N = (I — Q)" et

lim,, ;1o P = < g NIA ) On a, pour touti € {1,---,R},5 € {R+1,--- K},

Pi(Xr =j) = (NA)ij, E{(T)=>_ Nim.

Preuve: Remarquons d’abord que

pr __< " (I+Q+Q2+---+Q"‘1)A>
o 0 I

(on le vérifie par récurrence). Les état de F' sont transitoires donc G(i,i) < 400
lorsque ¢ € F. Il résulte donc du principe du maximum que G(4,5) < +o0o pour tout
1,7 € F. Autrement dit la matrice NV est finie. En particulier Q" tend vers 0. Comme
I-QUI+Q+---+Q") =1-Q"" on en déduit que N = (I — Q) !. La chaine
une fois dans G ne bouge plus, donc X7 = lim, , o Xp et,sit € F,j € G

P;(Xr =j) = lim P"(i,j) = (NA);.

n—-+o0o

Remarquons enfin que 7' = >"7° ; 1x(X,,) donc, sii € F,

[e's) R o R
Ei(T) =) E(1p(Xn) = Y Y Ei(ln(Xn) = ) G(i,m) =Y Nin.
n=0

m=1n=0 m=1 m=1



Chapitre 5

Processus markoviens de sauts

Dans toute la suite, F est un ensemble dénombrable, éventuellement fini. Nous allons
étudier les processus de Markov & temps continu a valeurs dans E. On les appelle
aussi “chaines de Markov & temps continu” ou encore “processus markoviens de saut”.

5.1. Premieres propriétés
Soit P;,t € RT, une famille de noyaux markoviens sur E.

Définition 5.1.1 Un processus {X;,t € R1} a valeurs dans E est appelé processus
markovien de saut de semigroupe {P;,t € R} si, pour toust > 0,s >0,y € E,

E[ly(Xs—I—t)/U(Xra r < S)] = -Pt(XSay)a
et si les applications t — X;(w) sont continues & droite sur RT, pour tout w.

On peut montrer (4 'aide du théoréeme de classe monotone) que la propriété
énoncée est équivalente a la suivante, qui ne fait pas intervenir I’espérance condition-
nelle:

Pour tout n € N, pour tous 0 <t <t <+ <ty <tpyi1

P(Xt, 1 = Tny1/ Xty = 31,7+, Xty = ) = Prp 1, (T, Tng1)-
Donnons un premier exemple de tel processus, qui s’avérera assez général.
Proposition 5.1.2 Soit {Z,,n € N} une chaine de Markov sur E de probabilité de
transition P indépendante d’un processus de Poisson {Ny,t € R*} de paramétre \.

Alors
X;=Zn,, teRT,

est un processus de saut markovien de semigroupe P, = MP~1D t € RT défini par

MP=1)(; ) = ioe—xt ()" P" (i, j)

|
ne0 n:



60 Processus markoviens de sauts

Preuve: On a

P(XO :iOath :ila"'aXtr :7'7")
= Z P(Ntl:’l’Ll,"',NtT:nT,Z():Z.O,an:'il,"',Zn :ZT)

T
N1, =Ty

= Z P(Ntl = nl’NtZ _Ntl =n2 _nla"'aNtr _NtT_l = Ny _nr—l)

o
P(Zy =10, Zny, =11, Zn, = i)
—P(Zo=ip) ¥ e (/\iLl)'n1 o At (Altr —tp—))mr
P ni: (ny —np—1)!
P (ig,41) P27 (41 ig) - o PO =nr=0) (G, )
=P(Z = iO)e)‘tl(P_I)(iO,il) ... eA(tr—tr—l)(P—f)(z'T_l,,L'r)

On voit qu’en particulier le processus de Poisson lui méme est un processus
markovien de saut.

Revenons & la situation générale. Nous avons parlé plus haut de “semigroupe”.

Proposition 5.1.3 (Equation de Chapman Kolmogorov) La famille de noyauz
de transition Py, t € RT, d’un processus de Markov a la propriété dite de semigroupe
suivante: pour tous t,s > 0, Py, = P Ps.

Preuve: On a

Pt+s(iaj) = P(Xt+s = j/XO = Z)
= Z P(Xi1s =7/ X = k)P(Xy =k/Xo = 1)
keE

= Y Py(k,j)Pi(i,k) = P.Py(i, j).
keE

Comme dans le cas des chaines, on note P, (resp. P,) la loi du processus lorsque
Xo = z (resp. de loi v) et on note F; = o(X,, s < t).

Théoréme 5.1.4 (Propriété de Markov forte) Soit X;,t € R, un processus de
Markov sur E. Pour tout temps d’arrét T et toute fonction mesurable f : ER" R,
bornée ou positive, sur ’ensemble {T < oo},

E(f(Xr41,t > 0)/Fr) = Ex,(f(X1,t > 0)).

Preuve: On reprend le schéma de la preuve de la propriété de Markov pour le pro-
cessus de Poisson. Il suffit de considérer le cas ou f ne dépend que d’un nombre fini
de coordonnées:

f(Xtat > O) = ¢(Xt1 e aXtr)'
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Si T prend ses valeurs dans I’ensemble des dyadiques {k/2",k = 0,1,---}, la preuve
est la méme que pour une chaine de Markov & temps discret. Sinon, on approche T
par une suite décroissante 7T;, de tels temps d’arrét. On peut écrire, en remarquant que
pour chaque w, (X7,)(w) = (X7)(w) pour n assez grand, puisque E est dénombrable,

E(f(Xr4t,t 2 0)/Fr) = E(¢(Xrgay,-- Xrge,) [ Fr)
= nETwE(¢(XT"+t1’ o X11t,) [ Fr)
= nli)l}_le(E(¢(XTn+t1a o X1t ) [ Fr,) [ Fr)
= nEI—EooE(EXT" (p( Xy, X1,))/Fr)
= Ex (o(Xy, -, Xe,))-
Ceci prouve la propriété.

Sif;: Q — Q est telle que X500, = X4 on peut exprimer la proprité de Markov
forte en disant que, pour toute v.a. Z, mesurable par rapport & o(Xs,s > 0), bornée
ou positive,

E(Zo6r/Fr) =Ex,(Z),

sur ’ensemble {T' < oo}.

5.2. Description dynamique

Soient Ty = 0 puis
O<T1 <Th <T3<---

les instants successifs de saut du processus de Markov (X;)¢>o. En d’autres termes
Tnt1 = inf{t > Tn; Xt # X1, }.
Ce sont des temps d’arrét. Remarquons que
Thy1 =Th +T1007,

et que
XTn+1 = XT1 (e} HTn-

La continuité & droite des trajectoires et le fait que E est dénombrable assurent bien
que Ty 1 # T),. Posons, pour tout 4,5 € E

1
E,(Ty)

Convenons qu’une v.a. de loi exponentielle de parameétre nul est une v.a. identique-
ment égale a +oo. Le théoréme suivant est fondamental:

Théoréme 5.2.1 Si X;,t € RT, est un processus de Markov sur E, alors
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e X7 ,n €N, est une chaine de Markov de noyau Q,

o Les variables Th,Ty — T1,--- sont conditionnellement & o(Xt,, X1y, -+) indé-
pendantes et de loi exponentielle de paramétre A(Xr,), M(X1,),- -

Le dernier énoncé signifie que
P(Th >0, T —T1 > ag, -, Tp —Tp1 > an /Xy, = 20, -+, X1, = Ty -+ )
= exp(—A(zo)a1) exp(—A(z1)az) - - - exp(—A(zn—1)an).
Ceci est donc aussi égal a:
PTy>a1,To—Th >, -, Ty —Tp1 > an/Xn, = x0,- -, X1,,_, = ZTp—1).

Preuve: Déterminons d’abord la loi de T; lorsque le processus part de . Soit ¢, s > 0.
Remarquons que 17 =t + 17 0 0 si 17 > t. En appliquant la propriété de Markov au
temps t, et en utilisant que partant de ¢, X; = 4 si 77 > t, on peut écrire:

il Bi (11 >t+5/ F)]

= Ei[l7,5:Ei(1100,>5/Ft)]
= Eiln>Ex,(1r>s)]

= Pi(Tl > t)Pi(Tl > S).

Pi(Tl >t+8) = E
E

La fonction f(t) = P;(T1 > t) est décroissante et vérifie 'équation f(t+s) = f(¢)f(s).
Ceci assure qu’il existe un réel A(i) tel que f(t) = e~*®). Alors, soit A(i) = 0 et
Ty = +oo, P;-p.s., soit A(7) # 0 et T} est une variable exponentielle de parameétre
A7) et d’espérance 1/A(7). Déterminons maintenant la loi du couple (77, X, ) partant
de i. En remarquant que X7, = X7, 00, siT; > ¢, on a

Pi(T1 > t, X7y, =j) = Ei[l75:Ei{(1;(Xry 0 0;)/F)]
= E;j[1r>:Ex,(1;(Xn,))]
= Eqil7>:Ex, (1;(X1))]
= Qi,7)P;(T1 > t).

II résulte de la propriété de Markov forte appliquée au temps d’arrét T;,, que pour
tout n > 0,

Pi(T1 > t1, Xpy = i1, Tyt — Tn > tng1, X1y = int1)
i1}/ FT0)]

Ei[l{Tl >t1, X1y =i, Tn—Tn-1>tn, X, Zin}EXTn (1{T1 >tnt1,X1; =in+1})]
= Pi(Tl > tlaXTl — ila e aTn - Tnfl > tnaXTn = in)Pin (Tl > tn—|—1aXT1 = in—}—l)
= Pi(T1 > t1, Xgy =1, Tp — Tne1 > tn, X, = in) Qi iny1)e i)t

= BEil{n>0 Xpy =in, T Tuc 15, X1y, =in ) B (YT - T >t Xa,,

ce qui donne facilement le théoréme. On retiendra en particulier de la démonstration

précédente que
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Proposition 5.2.2 Pour tout 1,5 € E,
Pi(Xr, =, T1 > 1) = e*DQ(, j).

Supposons qu’il y a un état ¢ pour lequel \(:) = 0. Alors, une fois dans cet état,
on y reste toujours (car on a vu dans la preuve du théoréme qu’il faut interpréter
une v.a. exponentielle de parametre 0 comme une v.a. identiquement infinie). On dit
alors que 7 est une “trappe”.

Corollaire 5.2.3 Soit (X;) un processus de saut markovien. Supposons que \ ne
s’annule pas. Alors il ezxiste une chaine de Markov {&n,n > 0} de noyau Q, indépendante
d’une suite U, de v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramétre 1 telles que,
pour tout t € R,

+o0
Xi =) &l vt

n=0

ot Vn = ZZ:I %, et V() =0.

Preuve: 1l suffit de poser &, = X1, et U, = A(&n—1)(Tn — T—1) et d’appliquer le
théoréme.

Interprétations: Il y a deux interprétations du théoreme:

e En I’état i le processus attend un temps exponentiel de parametre A(z), indé-
pendant de ce qui précéde. Puis il saute en I’état j avec probabilité Q(7,j). En
j, on recommence.

e En I'état 7, le processus est en quelque sorte attiré par tous les autres états (on
parle parfois de compétition). De fagon imagée, chaque état j porte une horloge
qui sonne au bout d’un temps exponentiel de parametre A(7,5) = A(4)Q(4,7)-
Si celle qui sonne la premiére est en 1’état jp, le processus saute & ce moment
la en jo (voir le lemme des deux réveils).

Il est a priori possible que, avec une probabilité non nulle, lim,_, ;o T, < 400, on
dit alors qu’il y a explosion. Afin de donner un critére de non explosion, montrons
d’abord:

Lemme 5.2.4 Soit Up,n > 1, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi

exponentielle de paramétre A, Ag,---. Alors P(Z,‘c"g Uy < +00) =1 ou 0 suivant que
:;’?/\Lk<+oo ou = +00.

Preuve: Puisque >/ S E(Uy) = Y% i, on voit que Y% Uy est fini p.s. lorsque

i2S 2o < +oc. Par ailleurs,

+o0 U _ﬁo 1
E(e_ k=1 k) = 771,
fei LE A

et ce produit infini est nul lorsque que E;;’ol i = +00. Dans ce cas Z,j;"l’ Uk = 400,
presque siirement.
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Proposition 5.2.5 Considérons un processus markovien de saut (X;). Il n’y a pas

explosion, c’est a dire que lim,_, 4 oo T, = 400, p. s., si et seulement si Z;;’ol W =
k

+00 p. 8.

Preuve: En utilisant le lemme au dessus on peut écrire que

+00
1
P( lim T, < +o0) = E(E(ngrfooT" < +oo/o(Xp,, k> 0)) =P( E < +00).
k=1

n—+00 — )\(XTk

Corollaire 5.2.6 SisupA(i) < +o00 ou si X1, est une chaine de Markov récurrente,
il n’y a pas d’explosion.

Preuve: Il résulte de la proposition que s’il y a explosion alors A\(X7;, ) — +oo lorsque
n — +0o00.

L’explosion entraine de nombreux phénomenes désagréables. Pour les éviter nous
supposerons toujours désormais qu’il n’y a pas d’explosion. Tous les proces-
sus que nous rencontrerons auront cette propriété.

Le théoréme précédent décrit complétement le processus & partir de A et @)
jusqu’au temps d’explosion. Donc, en ’absence d’explosion, il existe un et un seul
processus de saut markovien correspondant & ces données.

5.3. Le générateur

En pratique, il est presque toujours impossible de décrire le semigroupe {P;,t € R}
d’un processus markovien de saut. En fait, on utilise le générateur défini ainsi:

Définition 5.3.1 On appelle générateur la “matrice” A(i,j),i,j € E, définie par
o) A@)Q(L4), sioi#
469 _{ -MD),  sii=j,

Remarquons que Q(i,4) = 0 donc que > ;cp A(7, j) = 0. En particulier

A(i,i) = = > A(3, 4).
J#i

Pour décrire le lien entre le générateur et le semigroupe, montrons le lemme
important suivant qui dit qu’en un temps petit, le processus n’a pas le temps de
sauter deux fois. De fagon plus précise, on a le lemme suivant. On note o(t) une
fonction telle que o(t)/t — 0 quand ¢t — 0.

Lemme 5.3.2 Pour tout i € E, P;(Ty < t) = o(t).
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Preuve: Notons d’abord que si U et V sont des v.a. exponentielles indépendantes de
parametre A\(z) et A\(j) alors

PU+V <t) <PU<SHP(V <t) = (1—e D)1 -0,

En utilisant le théoréme de la section précédente, on peut écrire:

Pi(T, <t) = Y Pi(Xp =4Tp <t)

jeEE

= Y Pi(Xp, =j)Pi(Te < t/X7, =)
jeE

< Y Pi(Xp =5)(1 - e )1 - eT0))
JEE

< (=) Y Py = j)(1 -0

JEE

Cete derniére quantité est un o(t) par le théoréeme de convergence dominée.

Remarque: De l'inégalité 1 — e™® < z, on déduit de la preuve précédente que si
sup;cp A(4) = M < 400, alors P;(Tp < t) < t?M2.

Analytiquement le lien entre le générateur et le semigroupe est donné par:
Théoréme 5.3.3 Le semigroupe {P;,t € R1} vérifie, pour tout t > 0,
o 4t = AP, (équation backward);
e Siil n’y a pas explosion, % = P,A (équation forward).
En particulier A est la dérivée de P, ent =0, c’est d dire que, si i # j,
Py(i, 5) = A(D)Q(, )t + o(t)
et Py(i,i) =1 — A\(i)t + o(t).

Avant de montrer ce théoréme dans sa généralité, montrons le pour ¢ = 0. Il s’agit
de voir que Py = A. Sii # j,

Pi(i,j) = Pi(Xy=37)=Pi(Xy =35T1 <t<T) +Pi(Xy=4Tr <)
Pi(XTl :j7T1 S t) - Pi(XTl = j7T1 S t7T2 S t) + PZ(Xt = jaTQ S t)
= (1- 6_”‘(1))62(2}]') —Pi(X1, =511 <t,To <t)+Pi(Xy =5,T> <1).

Il résulte du lemme au dessus que

Pi( Xy, =5,T1 <t,To <t)+Pi(X; =35Tp <t) <2P;(T> <t) =o(t)
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D’autre part, si on part de 7 il faut au moins deux sauts du processus pour y revenir.
On a donc

Pi,i) —1 = Pi(T1> 1)+ Pi(Xy =i, Ty <t) ~ 1
e 14 PiX, =4, Ty < 1)
— eft)\(i) — 1+ O(t),

Dans les deux cas,
1 — e~ tA®)
A(z)

ce qui montre le théoréme lorsque ¢ = 0. (En fait la preuve établit que Py(i,j) —
lfe*tA(’i)

Py(i,j) = 0 A(d,5) + (i, 5) out 305 re(3, )| = o(t) et cette relation permettrait

de montrer sans trop de difficulté ’équation backward en général).

Traitons maintenant (et sans utiliser ce qui préceéde) I’équation backward du
théoréme. Commencons par le lemme suivant.

Lemme 5.3.4

. t )
Py(i,5) = e D15(5) + 3 / e 09 A, k) Py (k, ) ds
ki 0
Preuve: Si T; est l'instant de premier saut,
Fi(i,j) = Pi(Xi=3)=Pi(Xy=35T1 > 1)+ Pi(Xy =5,T1 <)

= §(j)e V' + 3 Pi(Xy, =k, X, = j,T1 < t)
k#i

Or, par la propriété de Markov forte,

Pi(Xn, =k, Xy = 5,11 <1) = Ei(Lixy =7 <yBi(Lix,=53/Fn1))

Ei (Lxy, =1 <t} Bi (L{x,_1, o0, =}/ F11))
(
(

Ei(1ix,, =km<tyExy, (1{Xt_T1:j}))

= Ei(l{xp =k <ty P11 (K, 7))
t .
= [ e P (k,5)A©)Q(, k) ds

(=]
-

_ / e MOE) A, k)P, (K, §) ds
0

ou 'on considére T comme fixé dans I’espérance conditionelle et on utilise le change-
ment de variables s — ¢t — s & la derniére ligne. On obtient donc bien le lemme.
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Preuve de ’équation backward. Puisque A(i, k) Ps(k,7) = A(i)Q(i, k) Ps(k, 7), on voit
que -4 ; A(i, k) Ps(k, j) est une fonction bornée (par A(7)). On déduit du lemme que

) t .
Pi(ing) = i) + [0 S0 A6 RP (k. ) ds
0 ki

et donc que

AP (i, ) = -I-/ )‘(Z)SZAzk s(k,7) ds
ki
La primitive d’une fonction bornée étant continue, on voit que P;(%, j) est une fonction
continue de t. Ceci entraine que 3y ; A(i, k) P(k, j) est continue, ce qui & son tour

assure que e*'P,(4, j) est dérivable, de dérivée X 37, ; A(i, k) Pi(k, §). On a donc
d d . .
TP ) = 2 VAP, ) = 37 A6, K)Pu(k, §) — M0 PG, ) = APy(i, )
ki

La preuve de I’équation forward est dans le méme esprit, mais plus compliquée
par le manque de controle de P;A. On pourra la sauter. Commencons aussi par un
lemme.

Lemme 5.3.5 S il n’y a pas explosion,

Pij) = e gy +Z/ o)X= P, (i k) Ak, ) ds
k#j

Preuve: Montrons d’abord que

+o00
Py(i,j) = Z Ei(e_)‘(J)(t_T")1{XTn:j,Tn<t}) (5.1)
n=0
Remarquons par la propriété de Markov forte appliquée au temps T,
_}/Fr,) = e ETNQ(Xr,,, ),

c’est & dire que la loi de (X7,,,,, 11 — Tn) sachant Fr, est Q(k,-)A(k)e 2*)* ds si
X1, =k. On a, siiln’y a pas explosion,

E(lTn+1—Tn>t XTn+1

—+00
Py(i,5) = ZEz (1{XTn:j,Tn§t<Tn+1})
( 1{XTn_]Tn<t<Tn+1}/-7:Tn))
= E; (1{XTn—J To<t}Bi(L{t— T, <Tp 1 —To /an))

z e )\(]) t Tn l{XTn:]:T‘I’LSt}) .
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Pour montrer le lemme, écrivons en utilisant (5.1):

+o0o

Py(i,j) = Y Ei (e_)\(j)(t_Tn)1{XTn:j,Tn§t})
n=0
e 2%,(5) + Z SOE (PO ek, k) -

n=1k€eE

Puisque la loi de (X7,,, T}, — T},_1) sachant Fr,_, est Q(k,)A(k)e **)s dssi X7, | =
k,

AG)(E=Tz) 1{XTn =5,Tn<t} 1{XTn—1 :k})

z (Ez —ANE-Tn) l{XTn:j:TnSt}l{XTn,l:k}/]:Tn—l))

+o0 '
E'L <‘/'0 1{T>Tn}eiA(])(t7T)Q(k’])1{T<t}1{XTn :k}A(k)e*A(k)(’r‘an) d’]")

+o0o
E; / e DT =90 (K, )1y, 4 4s<tyLixy I:k})\(k)e_'\(k)s dS)
0 = n—

=

E;

<

+o0o
/0 e XTI Q(k, 1)1 (1, +5<y 1 xp, =iy M) e B ds)

M 1M 1M 1M
M M i @M >

3
Il
o
=
=

€

en posant s + T, = r. Puisque si k # j, A\(k)Q(k,j) = A(k,j), ceci est encore égal &

Z/ (k, j)e X0 ZE (2r>1) Loer, e AR ds)
k#j n=0

Z/ (k,7)e 2D P (i k) dr

en utilisant & nouveau (5.1) ce qui prouve le lemme.
Terminons la preuve de I'équation forward: La deuxieme relation du lemme s’écrit:

AP, 5) = 6;(5) + Z/ D) P, (3, k) A(k, ) ds.
keE

La difficulté vient du manque de controle sur Ps(i,k)A(k, 7). Cette fonction est con-
tinue et positive, pour k # i. Comme on sait déja que le terme de droite est dérivable
de dérivée continue, on voit que nécéssairement

d
EPﬁ(’l])‘f‘Pt’L] Zsz
k#j
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pour Lebesgue-presque tout ¢. La différence (droite - gauche) est semicontinue inférieurement
(car la limite d’une suite croissante de fonctions continues positives est semicontinue
inférieurement). Elle doit donc étre nulle partout.

En général, les équations de Kolmogorov ne peuvent pas se résoudre. Par contre,
on peut parfois utiliser les exponentielles de matrices:

Proposition 5.3.6 Supposons que sup;cg A(1) < +oo. Alors

+o00o tnAn
P, = exp(tA) = Z p
n=0 )

Preuve: Comme
D UIAG D) = M) + Y A@)QE, 5) = 2X(),
JEE i

on voit facilement par récurrence que si M = sup;cp A(7), |A"(4,5)| < (2M)". Cette

. . n n 7’ . . 7
estimation permet de montrer que ;Li% % est dérivable et de calculer sa dérivée.

On déduit de I’équation backward de Kolmogorov que:
(exp(—tA)Pt)' = —Aexp(—tA)P; + exp(—tA)AP, = 0,

donc P; = exp(tA).

Ceci va nous permettre d’obtenir une représentation simple des processus markoviens
& intensité A bornée:

Corollaire 5.3.7 Supposons que sup;cp A(i) = M < +o0. Alors, P = % + I est une
probabilité de transition. Si Ny est un processus de Poisson de paramétre M et si Z,
est une chaine de Markov de noyau P alors

X = Zn,
est une représentation du processus de Markov de générateur A.

Preuve: Pour tout 4,j € E, P(i,j) = A(4,7)/M > 0sii # jet P(i,i) = —%[Q—i—l > 0.
Par ailleurs 3 c g P(i,j) = 2 jeE Agf/}j) 4+ 1 = 1. Donc P est un noyau de transition.
Le corollaire résulte alors de la proposition précédente et de la proposition 5.1.2.

5.4. Mesure invariante

Définition 5.4.1 On dit que 7 est une mesure invariante si 7P, = m, pour tout
t € RT. On dit que le processus X;,t € R*, est irréductible, resp. transitoire, resp.
récurrent, lorsque la chaine de Markov Xr,,,n € N, a ces propriétés. On dira que
X, est récurrent positif si ce processus est récurrent et si il posséde une probabilité
invariante.
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Notons que X; peut étre récurrent positif sans que X7, le soit. Pour étudier

P’existence et I'unicité des mesures invariantes, commencons par un lemme. Posons
10(i, j) = [y e""Py(i, ) dt

Lemme 5.4.2 Si le processus X;,t € RT, est récurrent, la chaine de Markov de
noyau

+oo
Mi,j) = [ e 'Rt g) dt
0
est aussi récurrente.

Preuve: Remarquons d’abord que

0+°° P(i,j)dt = E; ( /0 +o° 1;(Xy) dt)
+00
= Z E; (1;(X7,)(Tht1 — Tn))

— ZE J( X1, Ei(Tp1 — Tn/o(Xr,, k > 0)))

+00 1

= Z)\ 1;(X1,))
+m . .

= HZ:OWQ (4, 7).

Ensuite, on vérifie par récurrence que

nee ‘oo ognl .
1" (i, j) :/o € mpt(’laj)dt
donc
T +oo T 9
W)= [ RGdt =Y 5@ ).
> : 250)
Le lemme en résulte immédiatement.

Montrons maintenant I’important théoréme suivant, analogue du cas discret.

Théoréme 5.4.3 Soit X;,t € R*, un processus de saut markovien récurrent. Il
admet une mesure invariante m, unique ¢ une constante prés, caractérisée par une
des conditions suivantes:

1. Pour un état i fizé, si S; = inf{t > T1; X; = i},

2. La mesure v définie par v(j) = A(5)m(j) vérifie vQ = v.
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3. mA =0.

Preuve: Montrons d’abord 1'unicité: si m est une mesure invariante, mP; = m pour
tout £ > 0. En particulier, mII = m, ou II est le noyau introduit dans le lemme. Donc
m est une mesure invariante de la chaine de noyau II. Or on sait qu’il n’existe qu’une
seule telle mesure, & une constante prés, car cette chaine est récurrente.

Pour établir ’existence, vérifions que la formule donnée au 1) définit une mesure
invariante. Remarquons que S; est un temps d’arrét. On peut donc écrire, pour toute
fonction f : E — R,

S;
/Ptfdm = Ei[| Pf(X,)ds]
E 0

= Ez[ 0+°° Ptf(Xs)]-S<Si dS]
400
= EZ[/() Ez’(f(Xt+s)/fs)1s<S¢ ds]
= E ; Ei(f(Xt4s)1s<s,/Fs) ds]
—+00
= Ez[/ f(Xt—|—s)1s<Si ds]
= z[/ fX du]‘I'Ez[/ u) du]
= z[/ f du]—I—EZ[/ E u+S¢)/‘7:Sq,)d’u’]
= Z[/ w) du] + Ez[/ Exs, (f(Xu)) du]

_ Z[/ F(X du]+Ez[/E (Xu)) du]

- Z[/ F(Xa) du] = /Efdm.

Montrons maintenant 2. Si 7; = inf{n > 0; X7,, = i}, nous avons

Si 7i—1
m(j) = EZ[/O = Z[Z n+l — (XTn)]
T;—1
= Ei[Ei(Z(Tn-i—l Tn)1;(X1,)/0(X1y, k > 1))]
n=0
mi—1 i1
- ZA&h 1;(X1,)] = M5) T Ei( 3 1;(Xr,)).

n=0
Ce qui prouve que v(-) = /\()m() est une mesure @Q)-invariante.
La relation vQ = v s’écrit v(j) = Y ;e v(1)Q(4, ), c’est & dire

AG)m(G) =Y m()AE)QE, 5) =D m(i)A(, j).

i€E i#£]j
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C’est équivalent & mA(j) = m(§)A(4, §) + Xiz; m(3)A(3, §) = 0.

Terminons la preuve du théoréme. Si 7 vérifie aussi mA = 0 alors o = A\, vérifie
Q) = v. Puisque @ est récurrent, v et ¥ sont alors proportionnelles. Il en est donc de
méme de m et de . Donc m est invariante.

Il faut faire un peu attention dans le maniement des mesures invariantes, si on
ne sait pas a priori que la chaine est récurrente. En particulier, une mesure vérifiant
A = 0 n’est pas nécessairement invariante lorsque le processus est transitoire. On
utilise souvent la proposition suivante (on pourrait montrer qu’elle elle est aussi vraie
dés qu’il n’y a pas explosion).

Proposition 5.4.4 Considérons un processus de saut markovien irréductible de gén-
érateur A pour lequel il y a une probabilité « telle que TA = 0. Si Y ;cp A(1)7(i) <
400, le processus est récurrent positif et w est la probabilité invariante.

Preuve: La mesure v(j) = A(j)7(j) est une mesure bornée invariante de la chaine
de noyau Q) qui est donc récurrente. La proposition s’en déduit immédiatement en
utilisant avec le théoréme précédent.

La proposition suivante s’interpréte comme une convergence vers I’équilibre. Une
de ses conséquences est de pouvoir faire des calculs sur le processus en simulant une
trajectoire assez longue.

Proposition 5.4.5 Si X; est un processus de saut markovien récurrent positif, de
probabilité invariante , pour toute fonction f € L'(w), pour tout i € E, P; presque
strement,

lim 1/Otf(X‘(,,)ds:/fd7r.

t—+oo T

Preuve: Notons d’abord qu’il résulte du théoreme 5.4.3 que la probabilité invariante
7 vérifie, pour tout j € F,

Si
m(j) = ﬁEz(/o 1(3(X5) ds.

Sous P;, le processus X; est régénératif de temps de régénération 7 = S;. La proposi-
tion résulte donc du théoréme ergodique des processus régénératifs (Théoréme 3.1.3).
Le lemme suivant peut étre utile.

Lemme 5.4.6 Pour tout s > 0 fixé, pour tout entier k € N,P;(T = s) = 0.

Preuve: On a

Pi(Ty=s5)= Y, Pi(lp=s/Xp =1, ,Xp,_, =2p1))P(Xpy =1,---, X1,_, = Tp—1)

T1yTr—1

or, conditionnellement aux positions 7T}, T} a la loi d’'une somme de v.a. exponentielles
indépendantes. Elle a donc une densité et ne charge pas les points.
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5.5. Réversibilité

Soit 7 une probabilité invariante du processus de saut markovien Xy,¢ > 0, sur F.
On vérifie comme dans le cas discret que sous P,, X;,t € RT, est un processus
stationnaire. Quitte & élargir I’espace de probabilité, on peut prolonger ce processus
en un processus stationnaire X;,t € R.

Rappellons qu’un processus X;,¢t € RT, resp. t € R, est dit stationnaire si pour
tout n € N, pour tout 0 < ¢; < --- <y, la loi du vecteur (Xiy4y,---, Xiye,) €st
la méme pour tout £ > 0, resp. t € R. On considere la version continue & droite du
processus X _;. Elle a la méme loi que le processus initial car pour tout s fixé, X; est
continu en s par le lemme de la fin de la section précédante.

Théoréme 5.5.1 Si m est une probabilité invariante du processus X¢,t € R*, alors
sous Py, la version continue a droite de X_;,t € R, est un processus markovien de
saut de générateur A vérifiant w(i)A(i,j) = n(5)A(j,1). On dit que la probabilité =
est réversible si w(1)A(i,7) = 7(j4)A(4,17).

Preuve: Le caractére markovien de X_; se vérifie comme dans le cas discret (apres
avoir montré que, pour tout s fixe, presque sirement, X_; ne saute pas au point s

et est donc continu en s) et nous obtenons que son semigroupe de transition P; est
donné par

Bij) = %Pt(j,z‘)-

En dérivant en 0, nous en déduisons que 7(i)A(4, j) = () A(4,1).

On appelle parfois (en franglais) I’équation

m(i)A(i, ) = w(5)A(,1),

I’équation de balance locale. Notons qu’elle entraine que mA = 0 (que l'on appelle
équation de balance globale). Cette terminologie s’explique de la fagon intéressante
suivante.

Disons qu’un phénomeéne aléatoire arrive avec un taux (infinitésimal) 7 si

P(Ce phénomene se produit entre 0 et t) = 7t + o(t).

Par exemple, les arrivées d’un processus de Poisson de parameétre A se font avec le
taux A. Remarquons que, si 7 # 7,

A(%, j) = Taux de saut vers j,en partant de i.
En effet,
P;(Il y a un saut vers j avant t)
= P;(Il y a un saut vers j avant t,77 <t < Ty) + o(t)
=Pi(X, = 35,71 <)+ o)
= (1-e?HQ(,j) +o(t)
= A(i,7)t + o(t).
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De méme, si i # j, a I’équilibre (c’est & dire sous P )
m(i)A(%,j) = Taux de passage par ¢ puis par j
car

PT((HO <t <ty < t;Xt1 = iath = .7)
= PW(HO <t <ty < t;th = i,Xt2 =7t< TQ) + O(t)
= P’IT(XO = i’XTl =7t < T2) + O(t)
= m(i)A(7, 5) + o(t).
Autrement dit 7(7)A(7, j) s'interpréte comme un flux entre i et j & I’équilibre. Il y a

réversibilité si le flux dans un sens du temps est égal au flux dans 'autre sens. On
pourra chercher une interprétation analogue a 1’équation de balance globale A = 0.

5.6. Processus de naissance et mort

Commencons par dire quelques mots du processus de saut le plus simple sur £ = N.
Si N, est le processus de Poisson de parameétre A, et si x € N, posons, sous P,

XtZII}'—I-Nt.

Pour déterminer le générateur de ce processus, on peut procéder de deux fagons:

1) On calcule explicitement le semigroupe P;. C’est ici facile:

Rl =P = - ) = O

On en déduit par I'une des équation de Kolmogorov que
A(ii+1) = Py(i,i 4+ 1) = A, A(6,7) = —A,

et que tous les autres A(i,7) sont nuls.

2) On utilise la description dynamique du processus. Etant en i, le processus saute
apreés un temps exponentiel de parameétre A(i) = A et va nécessairement en i+ 1, donc
Q(i,7 + 1) = 1. On retrouve le générateur donné au dessus.

Pour des processus plus compliqué c’est pratiquement toujours la seconde méthode
que 'on emploie. Le plus souvent P; est incalculable. C’est d’ailleurs ’avantage du
temps continu que de permettre une description simple et intuitive des parametres
qui déterminent le processus. Finalement, de facon un peu paradoxal, les processus a
temps continu sont plus simples que ceux a temps discret. Ceci sera illustré dans le
chapitre sur les files d’attente.

Venons en aux processus de naissance et mort. Ils représentent la classe la plus
simple (et la plus importante) de processus sur £ = N:
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Définition 5.6.1 On appelle processus de naissance et mort tout processus markovien
de saut sur N tel que A(i,7) =0 si |[i — j| > 1.

Posons

ap, = A(n,n—1) sin>1;
Bn = A(n,n+1) pour tout n € N.

Alors, en employant les notations de la section précédente,

(870 Bn
A(n) = an + Bn, Q(nyn 1)_an+ﬁn,Q(n,n+1)_an+ﬁn.
On peut décrire le processus associé de la facon approximative suivante: imaginons
que X; = n est le nombre d’individus d’une population & l’instant ¢. Alors, entre ¢
et ¢t + dt il change d’état avec probabilité A(n)dt, et passe soit & I’état n + 1 avec
probabilité anﬂfﬂn (naissance), soit a I'état n — 1 avec probabilité 22— (mort d’un
individu). Une autre facon de dire les choses est de dire que globalement, entre ¢
et t + dt, il passe de 1’état n a I'état n + 1 avec probabilité 8,dt, de I'état n + 1 a
létat n avec probabilité a,dt, et ne bouge pas avec probabilité 1 — (a;, + 8,,)dt. Cest
souvent ce type de description intuitive qui permet d’écrire le générateur. Donnons un
exemple: X; est 'effectif d’une population, formé d’individus indépendants pouvant
mourir avec le taux « et donner naissance a un nouvel individu avec le taux . Alors
a, = nao, B, = np.
Supposons d’abord que le processus est irréductible, c’est a dire ici que les coeffi-
cients oy, et G, sont tous non nuls.

Proposition 5.6.2 Le processus est récurrent si et seulement si

Preuve: Par définition, le processus (X;) est récurrent en méme temps que la chaine
de noyau ). Appliquons le critéere type Foster en cherchant une fonction A bornée
telle que Qh(i) = h(i) pour tout i # 0. On obtient que

h(n) = anai—:ﬂnh(n -1)+ anﬂi—:ﬂnh(n + 1), pour tout n > 1,
d’ot,
h(n+1) — h(n) = %(h(n) — h(n - 1))
 apeon -
= B h (h(1) — h(0))

par une récurrence immédiate. Si h(1) # h(0), cette fonction h est non constante.

Elle est bornée si et seulement si Zf{i’i %igz < 00.
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Théoréme 5.6.3 Le processus est récurrent positif si et seulement si

+00
Zgi”'ﬁ — foo, S= 1+Z ﬂ’” < 00

Bo--Bn—1

Q1-Qp

La probabilité invariante est mp, = %

Preuve: Comme le processus est récurrent sous la condition mentionnée, il suffit de
résoudre ’équation mA = 0. Elle s’écrit

—Pomo +aqmy =0

Brn-1Tp—1 — (an + ,Bn)"rn + apy1mp41 = 0.

On a donc
—Bnm(n) + ant1mpi1 = —Bu—1m(n — 1) + anmy

et par récurrence, — 3, m(n) + ap1+17p+1 = 0 ce qui entaine facilement le théoréme.
Corollaire 5.6.4 Dans le cas récurrent positif, le processus est réversible.

Preuve: 11 suffit de voir que 7, A(n,n+1) = m,11A(n+1,n), ce qui est clair puisque

n
Tp+1 = Tn-
Opt1
Un contre exemple: Prenons a,, = 3", 3, = 2-3". Alors > /% G =Y o

400 et S > +00. Il existe donc une probabilité 7w telle que mA = 0 sans qu il y ait de
probabilité invariante.

Terminons par la traduction de la proposition dans le cas fini:

Proposition 5.6.5 Si 8y = 0 alors que By > 0,---,8k—1 >0 et a; >0, --,a >0,

le processus sur E = {0,1,---,k}, est récurrent positif de probabilité invariante m, =
éﬂglﬂz 1}pour0<n<k 0uS—1—|—En 1%35-



Chapitre 6

Files d’attente

6.1. Introduction

Une file d’attente est constituée de clients qui arrivent de I’extérieur pour rejoindre
cette file, de guichets ou les clients vont se faire servir par des serveurs. Dans
certains cas les clients attendent dans une salle d’attente de capacité limitée. Un
client servi disparait (contrairement au cas des réseaux de files d’attente que 1'on
considérera plus loin). Les instants d’arrivée des clients et les temps de service sont
aléatoires. Sauf avis contraire, on suppose que le premier arrivé est le premier servi
(discipline FIFO: First In First Out). La théorie de ces files s’est développée pour la
modélisation des centraux téléphoniques: un central recueille tous les appels d’'une
zone géographique donnée et les met en relation avec les correspondants. La capacité
est limitée (le standard ne doit pas “sauter” !). Les caisses d’un hypermarché donnent
un exemple déja assez compliqué de file d’attente. Un autre exemple important est
donné par la file & I’entrée d’un élément d’un systéme informatique (Unité centrale
CPU, imprimante, ...) lorsque les travaux qui arrivent se mettent en attente avant
d’étre traités par cet élément.

Une file d’attente est décrite par la loi d’interarrivée des clients, la loi des temps
de service, le nombre de serveurs, la longueur maximale de la file (égale a la taille de
la salle d’attente éventuelle). Nous supposerons toujours ici que les interarrivées sont
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, indépendantes des temps de
service, eux mémes indépendants et de méme loi. Pour les files simples, on utilise les
notations de Kendall:

Loi d’interarrivée / Loi de service / Nombre de serveurs / Longueur max.

Les lois sont notées symboliquement: M lorsqu’elles sont exponentielles (M pour
Markov), G (G pour Général) sinon. On ne spécifie pas la longueur maximale de
la file lorsqu’elle est infinie. Par exemple une file M/M/s est une file d’attente a s
guichets, telle que le flot d’arrivée des clients est poissonien et les temps de service
exponentiels, sans restriction sur la taille de la file d’attente. Nous nous limiterons a
I’étude de files markoviennes. Ce sont des files que 1'on peut essentiellement décrire
a ’aide d’un processus markovien de saut bien choisi. La question essentielle est de
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N

savoir si la taille de la file a tendance & exploser ou au contraire & se rapprocher
d’un processus “en équilibre”, c’est & dire stationnaire. Dans ce dernier cas, il peut
étre intéressant de calculer la taille moyenne de la file, 1a loi du temps d’attente d’un
client, etc... Un des buts de ce chapitre est de nous apprendre a écrire le générateur
de processus markovien de saut décrivant une situation concréte. On verra que c’est
infiniment plus facile que de trouver les semigroupes associés. C’est 1a un des intéréts
des processus a temps continu.

On notera X; le nombre total de clients dans le systéme & l'instant ¢, c’est & dire
le nombre de clients dans la file plus éventuellement le nombre de clients en train
d’étre servis.

6.2. La file M/M/1.

On considere une file M/M /1, donc une file & un serveur. Les interarrivées sont des
variables aléatoires exponentielles de parameétre A\ et les services des v.a. exponen-
tielles de parametre . On posera p = A/ p.

Théoréme 6.2.1 Le processus X;,t € RT, a valeurs dans N est un processus de
Markov de générateur

An,n+1) =X Aln,n—1)=psi n>0,
et A(n,m) =0 si |n—m| > 2.

Preuve: Il est possible mais pénible d’écrire une preuve complete de ce théoreme.
Contentons nous de comprendre pourquoi il est vrai. Supposons connu la trajectoire
{X;,0 < s <t} jusqu’a linstant ¢. Montrons qu’alors on peut décrire le comportement
futur en fonction de X; seulement. Si X; = n, ily a n clients dans le systéme a 'instant
t. La taille peut devenir égale & n + 1 si un nouveau client arrive. Vu la propriété
d’oubli de la loi exponentielle, la loi du temps de la premiere arrivée apres 'instant ¢
est une exponentielle de parameétre A (et ne dépend pas des arrivées et des durées de
service précédentes). Sin > 0, la taille X; peut devenir n — 1 si le service d’un client
se termine. A nouveau a cause de la propriété d’oubli de la loi exponentielle, la loi
de la durée de service restante est une exponentielle de parametre y (et ne dépend
pas des arrivées précédentes). Tout ceci s’exprime en fonction de X; et non de ce
qui se passe avant. Pour déterminer le générateur on peut procéder de deux fagons.
Supposons n > 0. Si on note ¢+ S la premiere arrivée aprés ¢ et t+ T la fin du service
en train d’étre effectué a cet instant, S et T sont des exponentielles indépendantes.

Méthode 1. Soit A I'événement “il y a au plus un saut du processus X; dans
I'intervalle [t, ¢+ h]”. On sait que la probabilité du complémentaire de cet événement
est un o(h). On a donc

Pi(n,n+1) = P(Xyp=n+1/X;=n)
= PH{Xyn=n+1}NA/X;=n)+o(h)
= P(S <h)+o(h)

= Mh+o(h),
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d’ou A(n,n + 1) = A. Les autres valeurs se trouvent de fagon analogue.

Méthode 2. Les v.a. S et T peuvent étre interprétées comme les temps de sonnerie
de deux réveils. Si S < T', on saute a l'instant Senn+1.SiT < S, on sauteenn—1
a l'instant T'. Le lemme des deux réveils vu avant nous indique que finalement 1’on
saute au bout d’un temps exponentiel de paramétre A+ p en n+ 1, resp. n — 1, avec
probabilité A\/(A + u), resp. /(A + u), ce qui donne alors le générateur.

Nous avons utilisé le lemme des deux réveils a la fin de la preuve précédente.
En fait cette méthode est générale. En effet, on montre facilement que ce lemme se
généralise & plus de deux réveils et que 1'on a:

Proposition 6.2.2 Soit X;,t > 0, un processus de Markov sur un espace d’état
dénombrable E, de générateur A. Fizons un état i € E, et donnons nous pour chaque
J # 1 tel que A(7,7) # 0, une variable aléatoire S; de loi exponentielle de paramétre
A(1,7), indépendante des autres. Alors, partant de i, le processus X; attend le temps
min;; S, puis saute au point jo tel que Sj, = minj; S;. De ce nouveau point, on
recommence.

Il faut prendre garde au fait que tout n’est pas markovien. Il est essentiel de noter
le role des lois exponentielles: la taille X; n’est pas un processus de Markov pour les
files G/G/1, ni G/M/1, ni M/G/1. Remarquons aussi que pour la file M/M/1, le
choix de la taille elle méme comme variable de référence est important. Par exemple
le nombre total de clients effectivement dans la file d’attente n’est pas un processus
de Markov (exercice).

Revenons a la file M/M /1. On voit que X; est un processus de naissance et mort.
D’apres les résultats généraux sur ces processus, on a, si p = A/u:

Proposition 6.2.3 Le processus X; est récurrent positif si et seulement si p < 1. La

probabilité invariante © étant alors donnée par m, = (1 — p)p".

Dans I’énoncé suivant, Iexpression “a I’équilibre ” signifie que la probabilité

utilisée est P, (on utilise aussi parfois ’expression: “en régime stationnaire”). Re-
marquons que sous cette probabilité la taille X; est toujours de loi ¥ et en particulier
indépendante de t. Le corollaire résulte donc du fait que

+00 +00
E.(X;) = 2 N, = Z n(l — p)p™.
n=0

n=0
Corollaire 6.2.4 Si p < 1, a l’équilibre, ’espérance de la taille est p/1 — p.

Calculons maintenant le temps U qu’un nouveau client arrivant dans un systéme
en équilibre passe dans le systéme & I’équilibre. (Par nouveau on entend supplémentaire
au systéme en équilibre). Si ce client arrive & 'instant ¢, et trouve X;- = n autres
clients dans le systéme, il lui faudra attendre que n + 1 temps de service soient ef-
fectués avant de pouvoir sortir. La loi de ce temps est celle de la somme de n + 1
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variables aléatoires indépendantes de parameétre u, donc une loi I'(u, 7 + 1). On con-
nait donc la loi conditionnelle de U lorsque X;- = n. Or X;- est de loi 7. On voit
que

P(U>t) = JioP(Xt_ =n)P(U > t/X,- =n)
=0

+00 ,Un+1
s"e M ds
n!

n=
+oo
= Y m /
n=0 t
A

+00
= (1- —)u/ eMTHS ds
p i

= e_(“_’\)t’

ce qui établit que U suit une loi exponentielle de parameétre p — A. 1l est remarquable
que ce n’est pas seulement fonction de p. La file peut étre longue si p est prés de 1 et
le temps d’attente court, et vice versa ! En utilisant la propriété d’indépendance des
accroissements du processus de Poisson, on peut démontrer (mais nous 'admettrons)
que le calcul que ’on vient de faire est encore vrai pour les cleints présents dans le
systéme en équilibre (et non pas supplémentaire).

6.3. Les files M/M/s.

On considére une file M/M/s. Les clients arrivent suivant un processus de Poisson
de parameétre A\ et vont se faire servir dans un des s guichets. Chaque serveur ne
sert qu'un client & la fois. Les temps de service sont indépendants entre eux et des
arrivées et suivent des lois exponentielles de parametre p. Dés qu’un guichet se libere,
le premier client de la file (éventuel) va immédiatement s’y faire servir. A nouveau,
X; est le nombre total de clients dans le systéme & l'instant .

Théoreme 6.3.1 X; est un processus markovien de saut sur N de générateur
A(n,n+1) =X, A(n,n —1) = min(s,n)p si n >0,

et A(n,m) =0 si |n —m| > 2.
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Preuve: On raisonne comme pour la file M /M /1. La taille passe de n a n+1 lorsqu’un
nouveau client arrive, c’est & dire suivant une exponentielle de parameétre A. On a donc
A(n,n + 1) = A. Si n clients sont dans le systéme & I'instant ¢, il y en a min(s,n)
en train d’étre servis donc susceptibles de partir. La loi de sortie du premier est celle
du minimum de min(s,n) exponentielles indépendantes de parameétre y, donc une
exponentielle de parameétre min(s,n)u. Il en résulte que A(n,n — 1) = min(s,n)y si
n > 0. Une autre facon de trouver ce résultat est de faire le raisonnement suivant:

P(Xt+h =n — 1/Xt = n) == O(h) +
min(s,n) "

Y P(la fin du service du k*™€ serveur occupé <t + h/X; =n)
k=1
min(s,n)

= z ph + o(h)

k=1
= min(s,n)uh + o(h).

Proposition 6.3.2 Soit p = A/ u. Le processus X; est récurrent positif si et seule-
ment si p < s. La probabilité invariante est réversible et vérifie mp, = mop™/n! sin < s

S .
et T, = oLy (8)" 7% sin > s.

Preuve: Ceci résulte immédiatement des résultats sur les processus de naissance et
mort.

Nous supposerons dans le reste de cette section que A < su et calculons quelques
quantités importantes en régime stationnaire (c’est & dire par définition sous P,
on dit aussi ‘4 I’équilibre”). Le corollaire suivant, prouvé en 1917, est important
en téléphonie. Il permet (avec la formule d’Erlang 1, que nous verrons ensuite) le
dimensionnement des centraux téléphoniques.

Corollaire 6.3.3 (Formule d’Erlang 2) En régime stationnaire,

S

P(Tous les serveurs sont occupés) = Wom'
Preuve: On a

P(Tous les serveurs sont occupés)

K X v p
=P(X;>s) =) m = Zﬂﬂg(g)n_s = mo
j=s n=s N

S

(L= p/s)s!

Corollaire 6.3.4 En régime stationnaire,

E(Nombre de serveurs occupés) = p
s+1

E(Taille du systeme) = p+mor—35o—
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Preuve: Calculons

E(Nombre de serveurs occupés) = Z nP(X; =n) + sP(X; > s)

n=1

Par ce qui précéde,

E(Taille du systéme) = Z nP(Xy=n)=p+ Z n — s)P(X; = n).

n=s+1
Or
- P p
Z (n—s)P(Xy=n) = m— Z (n—s)(2)"°
n=s+1 s n=s+1 §
PPp = P
_ rr Fym—1
o I s Z_ m(s)
m=0
s+1
= 7 p .
(s =1l(s — p)?
Corollaire 6.3.5 Si p/s =1 —¢, lorsque ¢ — 07,
s! 1
Mo ~ S, (Taille) 8
Preuve: Puisque 3 /% 7, =1, 0on a
1
T = 5
=0 n' +Zn 5—1—1( ) 75?;_!
donc, lorsque € — 0,
1
T~ 7
;:0 67,_' En s+1(1 - 6)n78
1
st 1—(1—¢)
s!
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et, en utlisant le corollaire précédent,

sle  s5t1
E(Tallle du Systéme) ~ —SW

S s — E°S

1

- .

Calculons maintenant le temps d’attente W d’un client, avant de commencer & étre
servi. Commencons par considérer un client supplémentaire qui arrive de ’extérieur
dans le systéme en équilibre. Si ce client trouve n + s autres clients dans le systéme
quand il arrive, il lui faudra attendre que n + 1 temps de service se terminent. Ceci a
la loi de la somme de n + 1 v.a. indépendantes de loi exponentielle de parameétre sy,
c’est & dire une loi I'(sy, n + 1). En conditionnant par la taille du systéme on obtient
que

+o0o
P(W>t) = > P(Taille=s+n)P(W > t/Taille=s+n)
n=0
+00 n+1 +00
= ) Tein LM)' / z"e M dg
o n! t
S +o00 n+1,n
= 7r0p—' e 1T Z(B)ni(sm n T dz
st Ji 08 n!
p [T
= 7T0—5,u/ e H5TePHT dy,
8! t
S
= sm 1 otils—p)
st (s = p)

Nous en déduisons que P(W > 0) = 7'('0#3/3)5! et que

P(W > t/W > 0) = e #s(1=0/3),

Cette loi conditionnelle est donc une loi exponentielle. On voit donc que la loi Py
de W s’écrit

Py =(1-a)d+am
ou o= Woﬁjs)s! et m est la loi exponentielle de parametre ps(1 — p/s). Si U est le
temps total pendant lequel le client reste dans le systeme, on a

EU) = E(W)+ %
= E(W/W >0)P(W >0)+ %
0 o’

_|_
u(s —p) (1 —p/s)st  p
On en déduit:
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Corollaire 6.3.6 (Formule de Little)

AE(U) = E(Tuille).

Tout ceci reste vrai pour les clients réels du systéme. A titre d’exercice, on pourra
comparer les performances d’une file M/M /2 avec deux serveurs au taux p et une
file M/M/1 avec un serveur deux fois plus efficace, c’est a dire au taux 2y (les taux
d’arrivée étant les mémes).

6.4. Autres exemples de files markoviennes

6.4.1. La file M /M /.

Pour la file M /M /oo il y a un nombre infini de serveurs. Tout client est immédiatement
servi et personne n’attend. Si A est le taux des arrivées et u le taux des services, le
générateur du processus X; = “taille du systéme a l'instant ¢” vérifie:

A(n,n+1) = A
A(n,m—1) = nyu sin>0.

C’est encore un processus de naissance et mort et on voit immédiatement que, si
p=Ap,

Proposition 6.4.1 Le processus X est récurrent positif de probabilité invariante
_ 1 n_—0p
T = pe P

6.4.2. La file M/M/1/k.

On part du modele M/M/1 mais il y a une salle d’attente de capacité limitée & k
clients. Si cette salle est pleine, les nouveaux clients sont rejetés hors du systéme
et disparaissent. On a nécessairement 0 < X; < k + 1. L’espace des états est donc
E ={0,1,---,k+ 1}. Le générateur vérifie

A(n,m+1) = X sin<k;
A(n,m—1) = p sin>1;

les autres termes non diagonaux étant nuls. On trouve facilement que:

Proposition 6.4.2 Soit p = ﬁ, le processus Xy est récurrent positif de probabilité

invariante m, = Cp" sin € E, avechl_lp;kasip#l etC:k%_Qsipzl.
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6.4.3. File avec rejet:M/M/s/0

Reprenons une file M /M /s mais supposons que lorsque tous les serveurs sont occupés,
tout nouveau client est rejeté. C’est par exemple le cas des centraux téléphoniques.
On appelle parfois cette file d’attente file d’Erlang. La taille du systéme X; est alors

< s, donc lespace des états est E = {0,1,---,s}. Le générateur vérifie:
Aln,m+1) = Asin<s
An,n—1) = nu si0<n<s.

On a encore facilement:

Proposition 6.4.3 Le processus X; est récurrent positif de probabilité invariante
1
T =C—p" s10<n<s.
n!
On en déduit
Corollaire 6.4.4 (Premiére formule d’Erlang) En régime stationnaire
p°
s l+p+---+p%/s!)

P(Un nouveau client est rejeté) =

6.4.4. Une file avec découragement

On consideére une file M/M/1, de parametres A et u, modifiée de la fagon suivante:
lorsqu’un nouveau client s’approche du systéme et voit une file trop longue il a ten-
dance a se décourager et  repartir. Plus, précisément, si il voit devant lui n personnes
dans le systéme il repart avec probabilité nL—H’ et ceci indépendamment des autres
évenements. On vérifie facilement que:

Proposition 6.4.5 La taille du systéme (X;) est un processus de Markov dont le
générateur A vérifie:

1
A 1) =
(n,n+1) n+1
An,n—1) = pu si0<n.

11 est toujours récurrent positif de probabilité invariante m, = e_ppn—T.

11 est important de comprendre comment on détermine A(n,n + 1): une fagon de
faire est la suivante: lorque t — 0,

P(X;=n+1/X9o=n) = P(Xy{=mn+1,un seul saut du processus
avant t/Xo = n) + o(t)
= P(Un nouveau client s’approche du systéme avant ¢
et il décide de rejoindre la file/ Xy = n) + o(t)
= P(Un nouveau client s’approche du systéme avant t).
P( il décide de rejoindre la file/ Xy = n) + o(t)

= O +ol)
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donc A(n,n+1) = )\n%_l.

6.5. Le processus des sorties

Considérons une file d’attente dont les arrivées dans le systéme (c’est a dire les in-
stants ¢ tels que X; = X;- + 1 forment un processus de Poisson de parameétre A et tel
que la taille du systéme X; est un processus de naissance et mort récurrent positif.
L’exemple typique est la file M /M /s. A Iéquilibre, le processus (X;) est réversible, et
donc de méme loi que le processus (X_;). Chaque entrée d’un client dans le systéme
correspond & un saut de taille +1 de X4, c’est & dire & un saut de taille —1 du proces-
sus (X_;), donc & une sortie de ce processus. Puisqu’il a méme loi que le processus
initial on en déduit que le processus des sorties est aussi un processus de Poisson
de parameétre A. De plus, comme les arrivées apres l'instant ¢ sont indépendantes de
o(Xs,s < t), on voit en retournant le temps que:

Théoreme 6.5.1 A [’équilibre, le processus des sorties est un processus de Poisson
de paramétre X et les sorties avant t sont indépendantes du futur o(Xs,s > t).

Il est d’ailleurs un peu étonnant que le fait qu’il y ait eu beaucoup de sorties
avant 'instant ¢ n’influe pas sur la taille & Pinstant ¢. Ceci n’est évidemment vrai
qu’a I’équilibre. Considérons un réseau simple formé de deux files du type précédent
en série. Notons m,,n € N, et v,,n € N, les probabilités invariantes lorsque les flots
d’entrée de chacun de ces deux systémes pris isolément est un Poisson de parametre .
Soit X; la taille de la premiere file et Y; celle de la seconde. 11 résulte du théoreme qu’a
I’équilibre, les entrées dans la deuxiéme file forment un Poisson de paramétre A. Par
ailleurs Yz, qui ne dépend que des sorties avant ¢ du processus (Xj), est indépendant
de X;. Il en résulte que, & I’équilibre, (X;,Y;) a pour loi la probabilité o sur N? définie
par a(n, m) = T, Y, pour tout (n,m) € N2. En fait on peut trouver ceci directement
par le calcul, comme on le verra au chapitre suivant car Z; = (X, Y};) est un processus
de saut markovien sur N2.



Chapitre 7

Réseaux de files d’attente

7.1. Introduction

Un grand atelier de réparation ou d’entretien est souvent modélisé par plusieurs files
d’attente en interaction. On peut imaginer par exemple une premiere file conduisant
a une “station” ou est faite un diagnostic général. Ensuite, le “client” va faire réparer
successivement les diverses parties défaillantes. Il est possible que certaines stations
de réparation soient visitées plusieurs fois. En fin de traitement, le client repasse a la
premiére station. Il quitte le systéme si tout va bien, sinon retourne faire examiner
ce qui reste en panne. Un systéme informatique est constitué d’éléments qui traitent
plusieurs programmes (par exemple un site central CPU, une imprimante, ...). Chaque
programme attend avant d’étre traité que I’élément soit libre, ensuite il va se faire
traiter par un autre élément, etc...

Nous nous intéressons dans cette partie aux réseaux constitué de plusieurs files
d’attente. Un client peut trés bien revenir & une file qu’il a déja visité. Ces réseaux
peuvent étre tres compliqués, et on ne sait pas les traiter mathématiquement en
général. Le plus souvent, seules des simulations sur ordinateur permettent de les
étudier. Cependant, en 1957, Jackson a décrit une classe générale de réseaux qui
admettent une modélisation markovienne. On peut en donner les conditions de sta-
tionarité et expliciter les probabilités invariantes. Ce sont les réseaux les plus utilisés
en pratique.

Souvenons nous que 'on a vu un premier réseau trés simple & la fin du chapitre
précédent. On va retrouver, dans un cadre plus général, la forme produit de la mesure
invariante que nous avons vue dans ce cas.

7.2. Description des réseaux de Jackson

Faute de temps, nous allons nous restreindre & la classe la plus importante de réseaux
de Jackson. Ils sont constitués d’un nombre fini K de stations. Dans chacune des sta-
tions¢z =1,2,--+, K, il y a un seul serveur qui utilise des temps de service exponentiels
de parametre p;. Des clients peuvent arriver directement de l'extérieur du systeme
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a la station 7 suivant un processus de Poisson de parametre o; > 0, le cas a; = 0
correspondant au cas ou il n’y a pas de telle arrivée. A la sortie de la station 7 le
client va immédiatement avec probabilité p; ; dans la station j, et avec probabilité

Bi > 0 il sort définitivement du systeme. On a donc, pour tout ¢ = 1,---, K,
K
Bi+ Y pij=1
=1

On peut avoir p; ; > 0. Les variables aléatoires représentant les temps de services, les
intervalles d’arrivées de ’extérieur, les choix successifs des clients sont indépendants.

On dit que le réseau est fermé si il n’y a aucun échange avec l'extérieur (donc ni
arrivée ni sortie: o; = f3; = 0, pour tout 7). Sinon on dit qu’il est ouvert.

Soit X; = (Xt(l), ,5(2), e ,Xt(K)) le vecteur représentant 1’état du systéme a
Iinstant . Xt(z) est égal au nombre de clients en attente ou en train d’étre servis
4 la station 4. Notons eq,---, ek la base canonique de RX: ¢; = (0,---,0,1,0---,0).
On se convainc que:

Proposition 7.2.1 Le processus X;,t € RT, est un processus de Markov a valeurs
dans N dont le générateur A vérifie:
pour tous 1,5 € 1,2,--- K, et n = (ny,---,ng) € NK,

Aln,n+e) = aj
A(n,m —e;) = pifi sin; >0,
Aln,n+ej —e;) = pipij sin; >0eti#j,

les seuls autres termes non nuls étant les termes diagonauz A(n,n),n € NX,

Par exemple, pour trouver A(n,n — e;) on s’intéresse a la probabilité qu’avant
Iinstant ¢ (¢ petit), un client finisse de se faire servir a la station ¢ puis décide de
quitter le systéme. A un o(t) pres, un client finit de faire servir avec la probabilité
it et quitte le systéme avec probabilité (;. L’événement cherché est donc égal a
wifBit+ o(t), ce qui donne A(n,n — €;).

7.3. Equation du trafic

La question principale est de savoir sous quelles conditions le processus X; admet une
probabilité invariante. Elle permettra éventuellement de décrire le réseau a 1’équilibre.
Imaginons qu’il existe une quantité A\; > 0 représentant le flux de clients a la station
1. A Déquilibre, le flot entrant est égal au flot sortant, ce qui conduit & I’équation
suivante, dite équation du trafic,

K

@i+ Y Aipji = N,
i=1
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ou le vecteur (A1, -+, Ax) est & coordonnées positives ou nulles. Oubliant éventuellement
Porigine intuitive de cette équation, nous allons voir qu’en effet elle posséde une so-

lution. Posons
Ai
pi=—"-

Hi
En s’inspirant de I'exemple traité & la fin du chapitre précédent, on est amené a

montrer:

Proposition 7.3.1 Soit C > 0. La mesure m sur NX définie par
K
mm=0C H p’zr'ha
i=1

sin=(ny,---,ng) vérifie tA=0.

Preuve: On a A(n,n) = — Zfil[ai + 1i(1 — pii)1n;>0), et

K
Z TmA(m,n) = Z[ﬂnﬂiA(n +e;,n)+
m#n i=1
+7Tn—eiA(n — €4 n)lni>0 + Z ﬂ'n—ei—f—ejA(n —e; + ey, n)]-n,'>0]
J#t
K 1 p
=T Z[Piuiﬁi + —olp;50 + Z _J.ijj,z'lm>0]
i=1 pl j;ﬁl pl
K 1
=m0 Y _[AiBi + —Ln;so(ai + D Ajpja)]
i—1 pi i

K
1
= > _[Nifi + ;)\i(l — Pii)1n;>0]
=1 i

K
=0 Y _[AiBi + pi(1 — pii) 1n;0]

i=1
= —mpA(n,n)

car, en sommant sur ¢ I’équation du trafic,

K K K K K K
S = D =D Xpia) =D A= D N D pi
=1 =1 j=1 =1 j=1 =1

K K

K
= D M- N-B) =) ik
j=1

i=1 =1
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7.4. Réseaux ouverts

Nous allons maintenant considérer les réseaux ouverts. Nous supposons que la condi-
tion suivante est vérifiée:

Condition C: Pour tout i,j € {1,---,K}, il existe des entiers m,r > 0 tels que
(aP™); >0 et (Prﬂ)j > 0.

On peut montrer que:
Lemme 7.4.1 Sous la condition C, le processus Xy est irréductible.
En effet, la condition (a«P™); > 0 indique qu’il existe 41,42, -+, iy, tels que

Qi Pinyis *** Pim—1im Pim—15 > 0-

Ceci assure qu’avec une probabilité non nulle, un client peut venir de l’extérieur

et entrer dans le systéme a la station ¢;, puis aller dans la station g, puis is,...,

jusqu’a arriver en i. Autrement dit, le processus peut passer de tout état n en ’état

n + e;. L’autre condition assure que I'on peut aller de n & n — e; en faisant sortir

le client présent en j, aprés avoir visité éventuellement r stations. Vidant d’abord

complétement le systéme puis le remplissant, on passe de tout état a tout autre.
Par ailleurs

Lemme 7.4.2 Sous la condition (C), I’équation du trafic a toujours une solution.

Preuve: Considérons le processus markovien de saut sur F' = {0,1,---,K} de
générateur B donné hors de la diagonale par:

Puisque F' est fini, ce processus a une probabilité invariante v. Elle vérifie vB = 0,
ce qui s’écrit, pour 7 fixé:

vi Y B(i, k) = > v;B(j,4).
k#i J#i
On en déduit, si i # 0,
vi(1 = pii) = vooy + Z ViPjyi»

J#
et sit =0,
K K
w(d_ ar) =D vifi
k=1 i=1

Il en résulte que vy # 0 et que le vecteur de coordonnées A\; = v; /1y est solution de
I’équation du trafic.
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Théoréme 7.4.3 Considérons un réseau ouvert pour lequel la condition C est véri-
fiée et tel que pour tout 1 = 1,---, K, p; < 1. Le processus X; est alors récurrent
positif irréductible de probabilté invariante

K

Ty = H(l — pi)pi.

=1

Preuve: Ona vuque 7A = 0. Par ailleurs ), . & |A(n, n)|m, est fini car les intensités
|A(n,n)| sont bornées. Le théoréme résulte immédiatement de la proposition 5.4.4.

La condition p; < 1, pour tout ¢ est aussi nécessaire a l’existence d’une proba-
bilité invariante. En effet, la mesure m,, = Hfil p;t vérifie mA = 0. Si le processus
est récurrent, on sait que m est alors invariante. Par unicité, c’est la seule mesure
invariante, & une constante pres. Cette mesure n’est de masse finie que si p; < 1, pour
tout 1.

On voit en particulier qu’a ’équilibre et & ¢ > 0 fixé, les tailles des files & chaque
station sont des v.a. indépendantes.
7.5. Réseaux fermés
Terminons par les réseaux fermés. Dans ce cas il n’y a ni entrée ni sortie de clients
du systeme. Le nombre total de clients NV est donc constant. Si on veut que X; soit

irréductible il faut donc choisir comme espace d’états I’ensemble fini Ex = {n €
NK; K n; = N}.

Lemme 7.5.1 Pour les réseaux fermés, l’équation du trafic a une solution.

Preuve: On voit que A = (A1,---, Ag) est solution de 1’équation du trafic dés que
AP = ). 1l suffit donc de prendre une probabilité invariante de la chaine de Markov
& temps discret de noyau P.

Théoréme 7.5.2 On suppose que le systéme est fermé et que la matrice de transition
P est irréductible. Alors, pour tout N € N le processus X; admet sur En unique
probabilité invariante w définie par

K
™ =C [] it
k=1

n € En, ou C est la constante qui fait de m une probabilité.

Preuve: L’espace étant fini, il suffit de vérifier que X; est irréductible.
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7.6. Le processus des sorties

Considérons un réseau ouvert a 1’équilibre, et décrivons le processus des sorties
définitives du systéme. Pour cela, nous allons commencer par décrire le processus
retourné dans le temps (X (—t). On sait qu’a P’équilibre, X (—t),¢ € R, (ou plutot sa
version continue & droite) est un processus de saut de générateur A défini par,

m(n)A(n,m) = w(m)A(m,n),
pour tout m,n € NX. En utilisant I'expression de 7, on voit que

A(n,n + 6,‘) = \fs,

a;

A(n,n—e) = —Lins0p
Pi
] Aj
A(n,n —e;+ej) = pj,i;:l{npo}'
1

On voit donc que ce processus correspond & un réseau de caractéristiques en général
différentes du réseau initial (qui n’est alors pas réversible). Comme les sorties du
réseau initial correspondent aux entrées du réseau retourné, on en déduit que:

Proposition 7.6.1 Les sorties définitives suivent des processus de Poisson indépendants
de paramétre \;B;, 1 =1,---, K.

Par contre les sorties intermédiaires d’une station a une autre ne sont en général
pas poissoniennes. Traitons un exemple (pouvant modéliser les mouvements des cleients
a un comptoir de café). Des clients arrivent de ’extérieur suivant un processus de
Poisson de parametre a. Le temps de service est de loi exponentielle de parametre p.
Une fois servi, le client sort avec probabilité ¢g et revient dans la file avec probabilité
p=1—¢q. L’équation du trafic est

A=a+pA

d’ot A\ = a/q. Supposons que p = A\/u, auquel cas il y a une unique probabilité
invariante m, = (1 — p)p". A DPéquilibre, les sorties définitives forment un processus
de Poisson de parametre «/q. Calculons par contre, toujoours & I’équilibre, le temps
d’interarrivée D entre deux clients & la station (comptant aussi bien les nouveaux que
ceux qui reviennent). A un instant donné, 0 par exemple, un client arrive. Le nombre
de clients qu’il trouve dans le systéme est de loi 7 (propriété dite PASTA). Alors D
vérifie:

“+oo
P(D>t) = Y mP([D>t/Xo=n+1)

n=0

“+oo

= Z 7, P (le prochain client venant de 1’extérieur arrive aprés le temps ¢,

n=0
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et les clients dans le systéme ne reviennent pas avant
le temps t/Xo =n+ 1)

= Z e 71, P(Les n + 1 clients du systéme ne reviennent pas avant t)

= Z e 1, {P(Les n + 1 clients quittent le systeme)

n+1
+ Z P(Les clients no 1,2,---,5 — 1 quittent le systéme,
j=1
le client j revient apres t)}

400 n+1 i—1

_ _ s)?

_ e (1= p) |g"! + 31/ eus(lf ds

7;) P ( [ Zq A F T

[ +o0 +oo n 00 S j
= e 1—p) @D (") +pD DY "¢ / ue"“(”]f,)] dS]
| n=0 '

n=0j5=0

5 1 oo
— o1 - p) q tp / pe™ 1S Pans ds]
[1—pg "1—-pJs

- 1 oo
— e 1—p) |—L—+p / pe 1o ePIHs ds]
[1—pg " 1—-pJ

_ ot (Mq—a>+e_“t PE
u— o u— o

cette loi n’est pas une loi exponentielle (mais un mélange d’exponentielles).
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